Google 



This is a digital copy ofa bix>k lhal was preserved for gcncralions on library sIil-Ivl-s before il was carefully scanncd by Google as pari of a projeel 

to makc the world's books discovcrable online. 

Il has survived long enough Tor llie Copyright lo expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subjeel 

to Copyright or whose legal Copyright terni has expired. Whether a book is in the public domain niay vary country tocountry. Public domain books 

are our gateways to the past. representing a wealth of hislory. eulture and knowledge that 's oflen diflicull to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this lile - a reminder of this book's long journey from the 

publisher to a library and linally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries lo digili/e public domain malerials and make ihem widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their cuslodians. Neverlheless. this work is expensive. so in order to keep providing this resource. we have taken Steps to 
prevenl abuse by commercial parlics. iiicludmg placmg lechnical reslriclions on aulomaled uuerying. 
We also ask that you: 

+ Make non -commercial u.se of the fites We designed Google Book Search for use by individuals. and we reuuest that you usc these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from mttoimited qu erring Do not send aulomaled uueries of any sorl to Google's System: IC you are condueting research on machine 
translation. optical character recognition or other areas where access to a large amount of texl is helpful. please conlact us. We encourage the 
use of public domain malerials for these purposes and may bc able to help. 

+ Maintain attribution The Google "walermark" you see on each lile is essenlial for informing people aboul this projeel and hclping them lind 
additional malerials ihrough Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember thai you are responsable for ensuring that whal you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a b<x>k is in the public domain for users in the Uniled Staics. thai the work is also in ihc public domain for users in other 

counlries. Whelher a book is slill in Copyright varies from counlry lo counlry. and we can'l offer guidance on whelher any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume thai a book's appearance in Google Book Search mcans il can bc used in any manncr 
anywhere in the world. Copyrighl infringemenl liabilily can bc quite severe. 

Almut Google Book Search 

Google 's mission is lo organize the world's information and to make it universal ly accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover llie world's books while liclping aulliors and publishers reach new audiences. You can searcli through llic lull lexl of this book on llic web 
at |http : //books . qooqle . com/| 



Google 



Über dieses Buch 

Dies ist ein JisziULk-s Exemplar eines Buches, das seil Generalionen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Biieher dieser Well online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig geseannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich isi. kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheil und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren. Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Original band enthalten sind, linden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tm ng s r ichtl i nien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. OITciillich zugängliche Bücher gehören der Ol'lciilliclikcil. und wir sind nur ihre Hüter. Nichlsdeslolrolz ist diese 
Arbeil kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sic diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Texl in großen Mengen 
nützlich ist. wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-Markenelemcntcn Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei linden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu linden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus. dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich isi. auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus. dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechlsverlelzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 

Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser Wel t zu entdecken, und unlcrs lülzl Aulurcii und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 
Den gesamten Buchlexl können Sie im Internet untcr |http: //book;: . j -;.-;. j_^ . ~:~\ durchsuchen. 



|i 




i^M v(\'\ 1 




j',f\ t- '-^ ' 1 ■* ' 








v *-.V A V" 


NT N »1 A» \ » \ 






A » V V • % v , V \ .1 



V. , " 



I 






Journal 



für die 



reine und angewandte Mathematik. 



In zwanglosen Heften. 



Herausgegeben 



von 



A. L. Grelle. 



Mit thätiger Beförderung hoher Koajfflickr Preufsischer Behörden. 

• • - • . — - : • - 



• • •« 

• ••••• • 

• • • • • • 



»•»«•»• i 



• • • 



•-•■ 



* •. 



.• • • 



. ••••■ 



* • • • 



. •• • . 

* •• •„- 

* * • • • 

* • • « . . 
% • • • • 






1 **T • • *■ mm.*.- 



•• • •• W •• < 



t |» | * * ■ ■ > » 






Sechs und vierzigster Band. 

In vier Heften. 

Mit sieben lithographir ten Tafeln. 



Berlin, 1853. 

Bei Georg Reimer. 

Et se trouve a Paris chez Mr. Bachelier (successeur de M me V* Courcier), 
Libraire pour les Mathematiques etc. Quai des Augustin» No. 55. 



116018 



* • . 

■ • « • • * 












• • 



• • • 



- •.• 



• ■- ■ • 



. • • 



• ■ • • 
• . • • * 



• i • • • 



* » • • • 
> • • 



• *• 



« • - 

. • • 



• * • 



Inhaltsverzeichnis 

des sechs und vierzigsten Bandes, nach den Gegenständen. 



lieft. Seile. 



I. Reine Mathematik. 

AblincUnng. 1- A I) S 1 y S i S. 

\K J- afein für die Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. Von Herrn 

Professor Dr. C. A. Brei Schneider in Gotha I. 1 

5. Cber die Verwandlung der Kettenbrüche in Reihen. Von dem Herrn Dr. 

Heilermann zu Trier I. 88 

7. Summen von Reihen, ausgedrückt durch bestimmte Integrale. Anwendun- 
gen dieser Sätze. Von Herrn Dr. Dienger, Professor der Mathematik an 

der polytechnischen Schule zu Carlsruhe im Badischen II. 119 

10. Zur Theorie der elliptischen Functionen. Von Herrn R. Krusemarch, 

Cand. phil. zu Berlin in. 189 

15. Über die Functionen, welche der Gleichung 



9M+9M = » (fr-****- 1 ^ 



Genüge leisten. Von Herrn Dr. C. Lottner, Lehrer der Math, und Physik 

an der höheren Bürgerschule zu Lippstadt IV. 367 

2. Geometrie. 

8. Behandlung einiger Grund-Aufgaben der analytischen Geometrie, im schief- 
winkligen Coordinatensystem. Von Herrn Dr. R. Baltzer, Oberlehrer am 
Gymnasio zu Dresden II. 145 

3. Mechanik. 

2. De la proprietö fondamentale du mouvement cycloidal, et de sa liaison avec 
le principe de la composition des mouvements de rotation autour d'axes 
parallels et d'axes qui se coupent. Par Mr. St eichen, professeur ä l'ecole 
tnilitaire de Bruxelles I. 24 

3. Note sur le $. 6 du memoire No. 9 insere dans le tome 43 de ce Journal. 

Par le möme auteur I. 43 

J De orbitis et motibus puneti cuiusdam corporei circa centrum atlractivum | 
'Jaliis, quam Newtoniana, attractionis legibus sollicitati. Ab Joh. Franc. ( ' ~ 
') St ad er, stud. math. ( 



I\ Inhallsvcrzcichnifs des sechs und vierzigsten Bandes. 

*,. <i*r II. Angewandte Mathematik. Ileft . Seil .. 

Aliliaiullutiu. 

j \ / I 48 

j Bcitmg zur Theorie der Bewegung der Räderfuhrwerke, mit Inbegriff der 1 ' 

'*> Dampfwagen. Von Herrn J. P. G. von Heim, Königl. würlemb. Obrist- / " OQ 
14 1 lieutenant a. D. Ly „oh 

) Pe orbilis et inotibus puneti cuiusdam corporei circa centrum attractivum ( 
>aliis, quam Newtoniana, atlractionis legibus sollicitati. Ab Joh. Franc. I' 
1 Statin*, stud. math. ( 

(5. Lösung einiger Aufgaben aus der Axonometrie; mit besonderer Berück- 
sichtigung der Anwendung derselben bei bildlicher Darstellung der Zwillings- 
krystalle. Von Herrn Gustav Zeuner, Berg- Ingenieur zu Chemnitz. . . IL 97 

Table d'errata, tome 43, cahier 2, pages 161 etc I. 96 

Druokfohlerverzcichnifs IV. 389 



Biquadrate. 



i. 

Tafeln für die Zerlegung der Zahlen bis 4100 

in Biquadrate. 

(Von Herrn Professor Dr. C A BreUchneider in Gotha.) 



JLlie Aufforderung des Herrn Prof. Jacobi, die von TVaring aufgestellte Ver- 
muthung, dass alle Zahlen die Summe von 19 oder weniger Biquadraten sind, 
einer Prüfung zu unterwerfen» veranlasste mich, alle Zerfällungen der Zahlen bis 
4100 in Biquadrate aufzusuchen. 

Diese Zerfällungen wurden durch einen einfachen Mechanismus ausge- 
führt, der im Wesentlichen auf dem Umstände beruht, dass 1 =3 4 — 5.2 4 ist 
Sollte daher von den Zerfällungen irgend einer Zahl zu denen der nächst folgen- 
den Zahl fortgeschritten werden, so war nur nothig, in den ersteren die Anzahl 
der 2 4 um fünf zu verringern und dafür die Anzahl der 3* um Eins zu vergrössern. 
Dabei war zu merken, dass jedenfalls statt 16. 3 4 der ihm gleiche Werth 6 4 
gesetzt werden musste. Waren dagegen in den zunächst vorangehenden Zer- 
fällungen weniger als fünf Biquadrate von 2 vorhanden, wohl aber noch ein oder 
mehrere Biquadrate von 4, so musste eines der letzteren durch den gleich grossen 
Werth 16. 2* ersetzt werden, damit die Subtraction ausführbar war. Bei dieser 
Art der Rechnungsanlage ergab sich eine ununterbrochene Controle der Rech- 
nung dadurch, dass die Zerfällungen jedes Vielfachen von 16 genau ein Biqua- 
drat von 2 mehr enthalten mussten, als die des nächst vorangehenden Vielfachen. 
Zu grösserer Sicherheit wurden jedoch die Biquadrate von 3, 5 und 7 nebst ihren 
Summen zu je zwei u. s. w. zum Voraus in das Rechnungs- Schema eingetragen, 
und es ergaben sich dadurch für grossere Theile der Arbeit neue, von den vorigen 
unabhängige Controlen. Am Schlüsse der Rechnung wurde aus sämmtlichen 
Zerfällungen einer und derselben Zahl diejenige ausgehoben, welche die kleinste 
Anzahl von Biquadraten erforderte, und durch Subtraction des grössten in ihr 
enthaltenen Summanden wurden sie nochmals geprüft. Sämmtliche auf diese 

Crelle'i Journal f. d. M. Bd. XLVI. Heft 1. 1 
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Weise gefundenen Zerfallungen sind in der ersten Tafel zusammengestellt; und 
zwar so, dass rechts von der zu zerfallenden Zahl (welche in der mit TV über- 
schriebenen Spalte zu suchen ist,) diejenigen Coefficienten stehen, mit denen die 
senkrecht über ihnen angemerkten Biquadrate multiplicirt werden müssen. Demnach 
ist z.B.: 615 = 6.1 4 +2 l +» 4 +2.4 4 = 3.1 4 -*-2.2 4 +4.3 4 -*-4 4 = 3.2'+7.3 4 . 
Findet sich eine Zahl n in der Spalte TV nicht, so hat man, um zu ihrer Zerfallung 
zu gelangen, die in der Spalte befindliche nächst - kleinere Zahl m zu suchen und 
zu dem Summen -Ausdrucke der letzteren noch die Grösse (n—m).V zu addiren. 
So findet sich z. B. 654 = 6.1 4 +8»3i 

In der zweiten Tafel sind sämrotliche Zahlen von 1 bis zu 4096 = 8 4 
gruppenweise so zusammengestellt, dass die kleinste Anzahl von Biquadraten, in 
welche eine Zahl möglicherweise zerfället werden kann, das ordnende Princip war. 
Dabei stellte sich die Richtigkeit des fVaring 'sehen Satzes heraus. Nach einem 
vorlaufigen Versuche, der sich freilich nur bis 4096 = 4* erstreckte, beträgt die 
entsprechende Zahl für die 5ten und 6ten Potenzen beziehungsweise 37 und 73. 
Sollte das Gesetz, nach welchem die Zerlegungen in den bis jetzt untersuchten 
Fällen sich bilden, allgemeine Geltung haben, so würde man zur Auffindung der 
höchsten Potenzenzahl o>, welche nöthig ist, um alle Zahlen als eine Summe pier 
Potenzen darzustellen, nichts weiter nöthig haben, als die Zahl a aus der Glei- 
chung y =5 a.2 p +b(wo £<2 P ) zu suchen, und fände dann a> = a-t-2 p — 2. 

Gotha , den 9. October 1850. 
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1088 


0,4,0,4 




0,1,11,1 


S42 


6,0,4,2 


933 


3,0,2,3 


1008 


10,0,6,2 


1091 


0,3,2,1,1 


1166 


6,0,8,2 




3,1,7,1 




0,1,5,2 




7,1,9,1 


1092 


0,0,4,3 




3,1,11,1 




0,2,10 


936 


6,0,2,3 




4,2,12 


1095 


3,0,4,3 




0,2,14 


848 


0,5,0,3 




3,1,5,2 




0,15,0,3 




0,1,7,2 


1168 


0,9,0,4 


849 


0,0,1,3 




0,2,8,1 


1009 


0,8,0,1,1 


1098 


6,0,4,3 


1169 


0,2,0,2,1 


852 


3,0,1,3 


939 


9,0,2,3 


1010 


0,3,1,1,1 




3,1,7,2 


1172 


3,2,0,2,1 




0,1,4,2 




6,1,5,2 


1011 


0,0,3,3 




0,2,10,1 




0,3,3,1,1 


855 


6,0,1,3 




3,2,8,1 


1014 


3,0,3,3 


1101 


9,0,4,3 


1173 


0,0,5,3 




3,1,4,2 




0,3,11 




0,1,6,2 




6,1,7,2 


1176 


3,0,5,3 




0,2,7,1 


944 


0,11,0,3 


1017 


6,0,3,3 




3,2,10,1 




0,1,8,2 


858 


9,0,1,3 


945 


0,4,0,1,1 




3,1,6,2 




0,3,13 


1179 


6,0,5,3 




6.1.1.2 


946 


0,1,2,3 




0,2,9,1 


1104 


0,5,0,4 




3,1,8,2 




3,2,7,1 


949 


0,0,4,0,1 


1020 


9,0,3,3 


1105 


0,0,1,4 




0,2,11,1 




0,3,10 


960 


0,12,0,3 




6,1,6,2 


1108 


3,0,1,4 


1182 


9,0,5,3 


8G4 


0,6,0,3 


961 


0,5,0,1,1 




3,2,9,1 




0,1,4,3 




6,1,8,2 


865 


0,1,1,3 


962 


0,0,1,1,1 




0,3,12 


1111 


0,0,6,0,1 




3,2,11,1 


868 


0,0,3,0,1 


965 


3,0,1,1,1 


1024 


0,0,0,4 


1120 


0,6,0,4 




0,3,11 


880 


0,7,0,3 




0,1,4,0,1 


1027 


3,0,0,4 


1121 


0,1,1,4 


1184 


0,10,0,4 


881 


0,0,0,1,1 


972 


0,0,12 




0,1,3,3 


1124 


0,03,1,1 


1185 


0,3,0,2,1 


884 


3,0,0,1,1 


976 


4,0,12 


1030 


0,0,5,0,1 


1127 


3,0,3,1,1 


1186 


0,0,2,4 




0,1,3,0,1 




0,13,0,3 


1040 


0,1,0,4 




0,1,6,0,1 


1189 


3,0,2,4 


891 


0,0,11 


97 : 


0,6,0,11 


1043 


0,0,2,1,1 


1134 


0,0,1 




0,1,5,3 


896 


0,8,0,3 


97b 


0,1,1,1,1 


1046 


3,0,2,1,1 


1136 


0,7,0,4 


1192 


0,0,7,0,1 


897 


0,1,0,1,1 


981 


3,1,1,1,1 




0,1,5,0,1 


1137 


0,0,0,2,1 


1200 


0,11,0,4 


90(1 


3,1,0,1,1 




0,2,4,0,1 


1053 


0,0,13 


1140 


3,0,0,2,1 


1201 0,4,0,2,1 




0,2,3,0,1 


98ä 


0,0,9,1 


1056 


0,2,0,4 




0,1,3,1,1 


1202 0,1,2,4 


904 


0,0,8,1 


988 


3,0,9,1 


1059 


0,1,2,1,1 


1143 


6,0,0,2,1 


1205 0,0,4,1,1 


907 


3,0,8,1 




0,1,12 


1062 


3,1,2,1,1 




3,1,3,1,1 


1208 3,0,4,1,1 




0,1,11 


992 


7,0,9,1 




0,2,5,0,1 




0,2,6,0,1 


0,1,7,0,1 


912 


0,9,0,3 




4,1,12 


1066 


0,0,10,1 


1147 


0,0,11,1 


1215<0,0,15 


913 


0,2,0,1,1 




0,14,0,3 


1069 


3,0,10,1 


1150 


3,0,11,1 


1216 1,0,15 


916 


3,2,0,1,1 


99: 


0,7,0,1,1 




0,1,13 




0,1,14 




0,12,0,4 




0,3,3,0,1 






1072 

1075 


0,3,0,4 
0,2,2,1,1 


1152 


0,8,0,4 


1217 


0,5,0,2,1 
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N 


(1,2,3,4,5,6)' 


N 


(1,2,3,1,5,6)' 


N 


(1,2,3,1,5,6)'| N 


(1.2.3,1,5,6) 


IV 


(1,2.3,4,5,61' 


1218 


0,0,1,2,1 


1309 


13,0,0,0,0,1 


1440 


0,9,0,0,0,1 


1552 


0,(1,11,1,11,1 


1071 


3.0,2,1,2 


1221 


3,0,1,2,1 




0,0,13,1 


1441 


0,4,1,0,0,1 


1555 


3,0,0,1,0,1 




0,1,5,0,2 




0,1,1,1,1 


1312 


0,1,0,0,0,1 


1442 


1,4,1,0,0,1 




0,1,3,0,0,1 


1678 


0,0,13,0,1 


1224 


6,0,1,2,1 


1322 


10,1,0,0,0,1 




0,0,2,5 


1565 


13,0,0,1,0,1 


1680 


0,8,0,1,0,1 




3,1,4,1,1 




0,0,10,2 


1444 


0,2,2,0,2 




10,1,3,0,0,1 


1681 


0,3,1,1,0,1 




0,2,7,0,1 


1329 


13,1,0,0,0,1 


1448 


0,0,7,1,1 




0,0,13,2 


1684 


0,1,2,1,2 


1228 


0,0,12,1 




3,0,10,2 


1451 


3,0,7,1,1 


1568 


0,1,0,1,0,1 


1687 


3,1,2,1,2 


1231 


3,0,12,1 




0,1,13,1 




0,1,10,0,1 


1571 


3,1,0,1,0,1 




0,2,5,0,2 




0,1,15 


1328 


0,2,0,0,0,1 


1456 


0,10,0,0,0,1 




0,2,3,0,0,1 


1691 


0,0,10,1,1 


1232 


4,0,12,1 


1331 


0,0,1,0,2 


1457 


0,5,1,0,0,1 


1574 


0,0,4,0,2 


1«J4 


3,0,10,1,1 




1,1,15 


1344 


0,3,0,0,0,1 


1458 


0,0,2,0,0,1 


1584 


0,2,0,1,0,1 




0,1,13,0,1 




0,13,0,4 


1347 


0,1,1,0,2 


1471 


13,0,2,0,0,1 


1587 


0,0,1,1,2 


1696 


0,9,0,1,0,1 


1233 


0,6,0,2,1 


1354 


0,0,9,0,1 




0,0,15,1 


1590 


0,1,4,0,2 


1697 


0,4,1,1,0,1 


1234 


0,1,1,2,1 


1360 


0,1,0,0,0,1 


1472 


0,11,0,0,0,1 




3,0,1,1,2 


1698 


1.4.1.1,0,1 


1237 


3,1,1,2,1 


1361 


1,4,0,0,0,1 


1473 


0,6,1,0,0,1 


1597 


0,0,12,0,1 




0,0,2,6 




0,2,4,1,1 




0,0,1,5 


1474 


0,1,2,0,0,1 


1600 


0,3,0,1,0,1 


1700 


0,2,2,1,2 


1240 


6,1,1,2,1 


1363 


0,2,1,0,2 


1484 


10,1,2,0,0,1 


1603 


0,1,1,1,2 


1701 


0,0^5,0,0,1 




3,2,4,1,1 


1367 


0,0,6,1,1 




0,0,12,2 


1606 


3,1,1,1,2 


1712 


0,10,0,1,0,1 




0,3,7,0,1 


1370 


3,0,6,1,1 


1487 


13,1,2,0,0,1 




0,2,4,0,2 


1713 


0,5,1,1,0,1 


1241 


0,0,9,2 




0,1,9,0,1 




3,0,12,2 


1610 


0,0,9,11 


1714 


0,0,2,1,0,1 


1244 


3,0,9,2 


1376 


0,5,0,0,0,1 




0,1,15,1 


1613 


3,0,9,1,1 


1717 


3,0,2,1,0,1 




0,1,12,1 


1377 


0,0,1,0,0,1 


1488 


0,12,0,0,0,1 




0,1,12,0,1 




0,1,5,0,0,1 


1247 


6,0,9,2 


1390 


13,0,1,0,0,1 


1489 


0,7,1,0,0,1 


1616 


0,1,0,1,0,1 


1727 


13,0,2,1,0,1 




3,1,12,1 




0,0,14,1 


1490 


0,2,2,0,0,1 


1617 


1,4,0,1,0,1 




10,1,5,0,0,1 




0,2,15 


1392 


0,6,0,0,0,1 


1493 


0,0,3,0,2 




0,0,1,6 




0,0,15,2 


1248 


7,0,9,2 


1393 


0,1,1,0,0,1 


1504 


0,13,0,0,0,1 


1619 


0,2,1,1,2 


1728 


0,11,0,1,0,1 




4,1,12,1 


1403 


10,1,1,0,0,1 


1505 


0,8,1,0,0,1 


1620 


0,0,4,0,0,1 


1729 


0,6,1,1,0,1 




1,2,15 




0,0,11,2 


1506 


0,0,0,1,2 


1632 


0,5,0,1,0,1 


1730 


0,1,2,1,0,1 




0,14,0,4 


1406 


13,1,1,0,0,1 


1509 


3,0,0,1,2 


1633 


0,0,1.1.0,1 


1733 


3,1,2,1,0,1 


1249 


0,7,0,2,1 




3,0,11,2 




0,1,3,0,2 


1636 


3,0,1,1,0,1 




0,2,5,0,0,1 


1250 


0,0,0,0,2 




0,1,11,1 


1516 


0,0,11,0,1 




0,1,4,0,0,1 


1736 


0,0,6,0,2 


1265 


0,8,0,2,1 


1408 


0,7,0,0,0,1 


1520 


0,14,0,0,0,1 


1646 


13,0,1,1,0,1 


1744 


0,12,0,1,0,1 


1266 


0,1,0,0,2 


1409 


0,2,1,0,0,1 


1521 


0,9,1,0,0,1 




10,1,1,0,0,1 


1745 


0,7,1,1,0,1 


1273 


0,0,8,0,1 


1412 


0,0,2,0,2 


1522 


0,1,0,1,2 




0,0,14,2 


1746 


0,2,2,1,0,1 


1280 


0,0,0,5 


1424 


0,8,0,0,0,1 


1525 


3,1,0,1,2 


1648 


0,6,0,1,0,1 


1749 


0,0,3,1,2 


1282 


0,2,0,0,2 


1425 


0,3,1,0,0,1 




0,2,3,0,2 


1649 


0,1,1,1,0,1 


1752 


3,0,3,1,2 


1286 


0,0,5,1,1 


1428 


0,1,2,0,2 


1529 


0,0,8,1,1 


1652 


3,1,1,1,0,1 




0,1,6,0,2 


1289 


3,0,5,5,1 


1435 


0,0,10,0,1 


1532 


3,0,8,1,1 




0,2,4,0,0,1 


1759 


0,0,14,0,1 




0,1,8,0,1 








0,1,11,0,1 


1655 


0,0,5,0,2 


1760 


0,13,0,1,0.1 


1296 


0,0,0,0,0,1 






1536 


0,0,0,6 


1664 


0,7,0,1,0,1 


1761 


0,8,1,1,0,1 










1538 


0,2,0,1,2 


1665 


0,2,1,1,0,1 


1762 


0,0,0,2,2 










1539 


0,0,3,0,0,1 


1668 


0,0,2,1,2 







Brettchnnder , Zerlegung der Zahle* bis 4100 *» Biquadrate, 



N 


(1,2,3,4,5,6)' 


N 1(1,2,3,4,5,6)' 


N 


(1,2,3,4,5,6)'| K 


(1,2,3,4.5,6)' 


N 


(1,2,3,4,5,6)' 


1765 


3,0,0,2,2 


1862 


3,1,1,2.2 


2002 


0,0,1,«.1,1 


2150 


3,1,0,1,3 


2261 


3,0,1,1,1,1 




0,1,3,1,2 




0,2,4,1,2 


2015 


13,0,1,0,1,1 




0,2,3,0,3 




0,1,4,0,1,1 


1768 


6,0,0,2,2 


1863 


0,0,7,0,0,1 




0,0,14,1,1 


2154 


0,0,8,1,2 


2268 


0,0,12,0,0,1 




3,1,3,1,2 


1872 


0,4,0,2,0,1 


2016 


0,13,0,2,0,1 


2157 


3,0,8,1,2 


2272 


1,0,12,0,0,1 




0,2,6,0,2 


1873 


1,4,0,2,0,1 


2017 


0,6,0,0,1,1 




0,1,11,0,2 




0,13,0,3,0,1 


1772 


0,0,11,1,1 




0,0,1,7 


2018 


0,1,1,0,1,1 


21 60! 0.6,0,3,0,1 


2273 


0,6,0,1,1,1 


1775 


3,0,11,1,1 


1875 


0,0,0,0,3 


2025 


0,0,9,0,0,1 


216110,1,1,3,0,1 


2274 


0,1,1,1,1,1 




0,1,14,0,1 


1888 


0,5,0,2,0,1 


2032 


7,0,9,0,0,1 


2163 0,2,0,1,3 


2277 


3,1,1,1,1,1 


1776 


0,14,0,1,0,1 


1889 


0,0,1,2,0,1 




0,14,0,2,0,1 


2164 


0,0,3,0,1,1 




0,2,4,0,1,1 


1777 


0,9,1,1.0,1 


1891 


0,1,0,0,3 


2033 


0,7,0,0,1,1 


2176 


0,7,0,3,0,1 


2280 


0,0,5,0,3 


1778 


0,1,0,2,2 


1898 


0,0,8,0,2 


2034 


0,2,1,0,1,1 


2177 


0,0,0,1,1,1 


2289 


0,7,0,1,1,1 


1781 


3,1,0,2,2 


1904 


0,6,0,2,0,1 


2037 


0,0,2,0,3 


2180 


3,0,0,1,1,1 


2290 


0,2,1,1,1,1 




0,2,3,1,2 


1905 


0,1,1,2,0,1 


2048 


0,0,0,8 




0,1,3,0,1,1 


2293 


0,0,2,1,3 


1782 


0,0,6,0,0,1 


1907 


0,2,0,0,3 


2050 


0,3,1,0,1,1 


2187 


0,0,11,0,0,1 


2296 


0,1.5,0,3 


1792 


0,0,0,7 


1911 


0,0,5,1,2 


2051 


0,0,3,2,0,1 


2192 


0,8,0,3,0,1 




3,0,2,1,3 


1794 


0,2,0,2,2 


1914 


3,0,5,1,2 


2053 


0.1,2,0,3 


2193 


0,1,0,1,1,1 


2303 


0,0,13,0,2 


1795 


0,0,3,1,0,1 




0,1,0,0,2 


2060 


0,0,10,0,2 


2196 


3,1,0,1,1,1 


2304 


0,0,0,9 


1798 


3,0,3,1,0,1 


1920 


0,7,0,2,0,1 


2064 


0,0,0,3,0,1 




0,2,3,0,1,1 


2306 


0,3,1,1,1,1 




0,1,6,0,0,1 


1921 


0,0,0,0,1,1 


2067 


3,0,0,3,0,1 


2199 


0,0,4,0,3 


2307 


0,0,3,3,0,1 


1808 


0,0,0,2,0,1 


1934 


13,0,0,0,1,1 




0,1,3,2,0 


2208 


0,9,0,3,0,1 


23(19 


0,1,2,1,3 


1811 


3,0,0,2,0,1 




0,0,13,1,1 


2069 


0,2,2,0,3 


220910,2,0,1,1,1 


2312 


3,1,2,1,3 




0,1,3,1,0,1 


1936 


0,8,0,2,0,1 


2073 


0,0,7,1,2 


2212 0,0,1,1,3 




0,2,5,0,3 


1814 


6,0,0,2,0,1 


1937 


0,1,0,0,1,1 


2076 


3,0,7,1,2 


2215 


3,0,1,1,3 


'2316 


0,0,10,1,2 




3,1,3,1,0,1 


1944 


0,0,8,0,0,1 




0,1,10,0,2 




0,1,4,0,3 


2319 


3,0,10,1,2 




0,2,6,0,0,1 


1952 


0,9,0,2,0,1 


2080 


0,1,0,3,0,1 


2222 


0,0,12,0,2 




0,1,13,0,2 


1817 


0,0,7,0,2 


1953 


0,2,0,0,1,1 


2083 


0,0,2,0,1,1 


2224 


0,10,0,3,0,1 


2320 


0,0,0,4,0,1 


1824 


0,1,0,2,0,1 


1956 


0,0,1,0,3 


2096 


0,2,0,3,0,1 


2225 


0,3,0,1,1,1 


2325 


0,2,2,1,3 


1827 


3,1,0,2,0.1 


1968 


0,10,0,2,0,1 


2099 


0,1,2,0,1,1 


2226 


0,0,2,3,0,1 


2326 0,0,5,0,1,1 




0,2,3,1,0,1 


1969 


0,3,0,0,1,1 


2106 


0,0,10,0,0,1 


2228 


0,1,1,1,3 


2336 0,1,0,4,0,1 


1830 


0,0,4,1,2 


1970 


0,0,2,2,0,1 


2112 


0,3,0,3,0,1 


2231 


3,1,1,1,3 


2339lo,0,2,l,l,l 


1833 


3,0,4,1,2 


1972 0,1,1,0,3 


2115 


0,2,2,0,1,1 




0,2,4,0,3 


2342 3.0.2.1,1,1 




0,1,7,0,2 


1979 


0,0,9,0,2 


2118 


0,0,3,0,3 


2135 


0,0,9,1,2 


0,1,5,0,1,1 


1840 


0,2,0,2,0,1 


1984 


0,11,0,2,0,1 


2128 


0,4,0,3,0,1 


2238 


3,0,9,1,2 


2349 0,0,13,0,0,1 


1843 


0,0,1,2,2 


I0S5 


0,4,0,0,1,1 


2129 


1,4,0,3,0,1 




0,1,12,0,2 


2352 0,2,0,4,0,1 


1846 


3,0,1,2,2 


1986 


0,1,2,2,0,1 




0,0,1,8 


2240 


0,11,0,3,0,1 


2355,0,1,2,1,1,1 




0,1,4,1,2 


1988 


0,2,1,0,3 


2131 


0,0,0,1,3 


2241 u. (.ii,l. 1.1 


23583,1,2,1,1,1 


1849 


6,0,1,2,2 


1992 


0,0,6,1,2 


2134 


3,0,0,1,3 


2242 0,1,2,3,0,1 


10,2,5,0,1,1 




3,1,4,1,2 


1995 


3,0,6,1,2 




0,1,3,0,3 


2244 0,2,1,1,3 


2361 


0,0,6,0,3 




0,2,7,0,2 




0,1,9,0,2 


2141 


0,0,11,0,2 


2245HI,0,4,0,1,1 


2368 


0,3,0,4,0,1 


1853 


0,0,12,1,1 


2000 


0,12,0,2,0,1 


2144 


0,8,0,3,0,1 


2256 


0,12,0,3,0,1 


2371 


0,2,2,1,1,1 


1856 


0,3,0,2,0,1 


2001 


0,5,0,0,1,1 


2145 


0,0,1,3,0,1 


2257 


0,5,0,1,1,1 


2374 


0,0,3,1,3 


1850 i). 1,1, 2,2 






2147 


0,1,0,1,3 


2258 


0,0,1,1,1,1 


2377 


3,0,3,1,3 




















0,1,6,0,3 



1. BnüdaalV, Icrbgfig der Zahlen bil 4100 dt Blqmdrato. 



ff 


(1,2,3,4,5,6,7)' 


ff 


(1,2,3,4,5,6,7)' 


N 


(1,2,3,4,5,6,7)' 


ff 


(1A3ASA7)' 


2384 


0,4,0,49,1 


2500 


0,0,0,0,4 


2656 


0,4,0,0,0,2 


2754 


0,0,2,0,0,2 


2385 


1,4,0,4,0,1 


2513 


0,7,0,0,0,0,1 


2657 


0,0,0,1,0,0,1 




0,1,1,1,0,0,1 




0,0,1,9 


2514 


0,2,1,0,0,0,1 


2660 


3,0,0,1,0,0,1 


2756 


0,0,0,1,4 


2387 


0,0,0,2,3 


2516 


0,1,0,0,0,4 




0,1,3,0,0,0,1 


2759 


3,0,0,1,4 


2390 


3,0,0,2,3 


2523 


0,0,6,0,3 


2662 


0,0,2,0,4 




0,1,3,0,4 




0,1,3,1,3 


2529 


0,8,0,0,0,0,1 


2672 0,5,0,0,0.2 


2766 


0,0,11,0,3 


2393 


6,0,0,23 


2530 


0,3,1,0,0,0,1 


2873,0,0,1,0,0,2 


2768 


0,11,0,0,0,2 




3,1,3,1,3 


2532 


0,2,0,0,0,4 


0,1,0,1,0,0,1 


2769 


0,6,1,0,0,2 




0,2,6,0,3 


2536 


0,0,5,1,3 


2676 


3,0,1,0,0,2 




0,7,0,1,0,0,1 


2397 


0,0,11,1,2 


2539 


3,0,5,1,3 




3,1,0,1,0,0,1 


2770 


0,1,2,0,0,2 


2400 


0,5,0,4,0,1 




0,1,8,0,3 




0,2,3,0,0,0,1 




0,2,1,1,0,0,1 


2401 


0,0,0,0,0,0,1 


2545 


0,9,0,0,0,0,1 


2678 


0,1,2,0,4 


2772 


0,1,0,1,4 


2416 


0,6,0,4,0,1 


2546 


0^,0,0,2,1 


2685 


0,0,10,0,3 


2775 


3,1,0,1,4 


2417 


0,1,0,0,0,0,1 


2559 


13,0,0,0,2,1 


2688 


0,6,0,0,0,2 




0,2,3,0,4 


2430 


13,1,0,00,0,1 




0,0,13,1,2 


2689 


0,1,1,0,0,2 


2779 


0,0,8,1,3 




0,0,14,0,0,1 


2580 


0,0,0,10 




0,2,0,1,0,0,1 


2782 


3,0,8,1,3 


2432 


0,7,0,4,0,1 


2561 


1,0,0,10 


2692 


3,1,1,0,0,2 




0,1,11,0,3 


2433 


0,2,0,0,0,0,1 




0,10,0.0,0,0,1 




3,2,0,1,0,0,1 


2784 


0,12,0,0,0,2 


2442 


0,0,7,0,3 


2562 


0,1,0,0,2,1 




0,3,3,0,0,0,1 


2785 


0,7,1,0,0,2 


2448 


0,8,0,4,0,1 


2563 


0,0,2,0,0,0,1 


2694 


0,2,2,0,1 




0,8,0,1,0,0,1 


2449 


0,3,0,0,0,0,1 


2576 


0,0,0,5,0,1 


2698 


0,0,7,1,3 


2786 


0,2,2,0,0,2 


2455 


0,0,1,1,3 


2578 


0,2,0,0,2,1 


2701 


3,0,7,1,3 




0,3,1,1,0.0,1 


2458 


3,0,4,1,3 


2579 


0,1,2,0,0,0,1 




0,1,10,0,3 


2788 


0,2,0,1,4 




0,1,7,0,3 


2581 


0,0,1,0,4 


2704 


0,7,0,0,0,2 


2789 


0,0,3,0,2,1 


2464 


0,9.0,4,0,1 


2592 


0,0,0,0,0,2 


2705 


0,2,1,0,0,2 


2800 


0,13,0,0,0,2 


2465 


0,4,0,0,0,0,1 


2595 


3,0,0,0,0,2 




0,3,0,1,0,0,1 


2801 


0,8,1,0,0,2 


2468 


0,0,1,2,3 




0,2,2,0,0,0,1 


2708 


0,0,2,0,2,1 




0,9,0,1,0,0,1 


2471 


3,0,1,2,3 


2597 


0,1,1,0,1 


2720 


0,8,0,0,0,2 


2802 


0,0,0,1,2,1 




0,1,4,1,3 


2604 


0,0,9,0,3 


2721 


0,3,1,0,0,2 


2805 


3,0,0,1,2,1 


2474 


6,0,1,2,3 


2608 


0,1,0,0,0,2 




0,4,0,1,0,0,1 




0,1,3,0,2,1 




3,1,4,1,3 


2611 


3,1,0,0,0,2 


2724 


0,1,2,0,2,1 


2806 


0,0,5,0,0,0,1 




0,2,7,0,3 




0,3,2,0,0,0,1 


2725 


0,0,1,0,0,0,1 


2816 


0,0,0,11 


2478 


0,0,12,1,2 


2613 


0,2,1,0,4 


2736 


0,9,0,0,0,2 


2817 


1,0,0,11 


248« 


0,10,0,4,0,1 


2617 


0,0,0,1,3 


2737 


0,4,1,0,0,2 




0,9,1,0,0,2 


2481 


0,5,0,0,0,0,1 


2620 


3,0,6,1,3 




0,5,0,1,0,0,1 




0,10,0,1,0,0,1 


2482 


0,0,1,0,0,0,1 




0,1,9,0,3 


2738 


0,0,1,1,0,0,1 


2818 


0,1,0,1,2,1 


2496 


14,0,1,0,0,0,1 


2624 


0,2,0,0,0,2 


2741 


3,0,1,1,0,0,1 


2819 


0,0,2,1,0,0,1 




0,11,0,4,0,1 


2627 


0,0,1,0,2,1 




0,1,4,0,0,0,1 


2822 


3,0,2,1,0,0,1 


2497 0,6,0,0,0,0,1 


2640 


0.3,0,0,0,2 


2743 


0,0,3,0,1 




0,1,5,0,0,0,1 


2498 


0,1,1,0,0,0,1 


2643 


0,1,1,0,2,1 


2752 


0,10,0,0,0,2 


2824 


0,0,4,0,4 






2644 


0,0,3,0,0,0,1 


2753 


0,5,1,0,0,2 
0,6,0,1,0,0,1 


2832 
2834 


0,0,0,6,0,1 

0,2,0,1,2,1 



1. Brettckneähr, Zerlegung der Zahlen bit 4100 tu Biquadrate. 



N 


<1,2,3,4,5,6,7)'| 


IV 


(1,2,3,1,5,6,7/ 


N 


(1,2,3,4,5,6,7)' 1 


N 1(1,2,3,1,5,6,7)' 


■2835 


0,0,3,0.0,2 


2929 


0,0.1,1,0,2 


3002 


3,0,3,1,4 


3080 


0,0,4,1,4 




0,1,2,1.0,0,1 




0,1,0,2,0,0,1 




0,1,6,0,4 


3083 


3,0.4,1,4 


2837 


0,0,1,1,4 


2932 


3,0,1,1,0,2 


3008 


0,10,0,1,0,2 




0,1,7,0,1 


2840 


3,0,1,1,4 




0,1,4,0,0,2 


3009 


(0,5,1,1,0,2) 


3088 


0,0,0,7,0,1 




0,1,4,0,4 




3,1,0,2,0,0,1 




(0,6,0,2,0,0,1) 


3090 


0,4,0,0,1,0,1 


2847 


0,0,12,0,3 




0,2,3,1,0,0,1 


3010 


<0,0,2,1,0,2) 


3091 


0,1,2,2,0,0,1 


2848 


0,0,0,1,0,2 


2934 


0,1,2,1,4 




(0,1,1,2,0,0,1) 




0,0,3,1,0,2 


2851 


3,0,0,1,0,2 


2937 


3,1,2,1,1 


3012 


0,0,0,2,4 


3093 


0,0,1,2,4 




0,1,3,0,0,2 




0,2,5,0,4 


3015 


3,0,0,2,4 


3096 


3,0,1,2,4 




0,2,2,1,0,0,1 


2941 


0,0,10,1,3 




0,1,3,1,4 




0,1,4,1,4 


2853 


0,1,1,1,4 


2944 


0,6,0,1,0,2 


3018 


6,0,0,2,4 


3099 


6,0,1,2,4 


2856 


3,1,1,1,4 


2945 


0,1,1,1,0,2 




3,1,3,1,4 




3,1,4,1,4 




0,2,4,0,4 




0,2,0,2,0,0,1 




0,2,6,0,4 




0,27,0,4 


2860 


0,0,9,1,3 


2948 


3,1,1,1,0,2 


3022 


0,0,11.1.3 


3103 


0,0,12,1,3 


2863 


3,0,9,1,3 




0,2,4,0,0,2 


3024 


0,11,0,1,0,2 


3104 


0,0,0,2,0,2 




0,1,12,0,3 




3,2,0,2,0,0,1 


3025 


0,6,1,1,0,1 


3107 


0,0,1,0,1,0,1 


2864 


0.1,0,1,0,2 




0,3,3,1,0,0,1 




0,7,0,2,0,0,1 


3120 


0,1,0,2,0,2 


2867 


0,2,3,0,0,2 


2950 


0,2,2,1,4 


3026 


0,0,0,0,1,0,1 


3123 


0,1,1,0,1,0,1 




3,1,0,1,0,2 


2951 


0,0,5,0,2,1 


3040 


0,12,0,1,0,2 


3125 


0,0,0,0,5 




0,3,2,1,0,0,1 


2960 


0,7,0,1,0,2 


3041 


0,7,1,1,0,2 


3130 


5,0,0,0,5 


2869 


0,2,1,1,1 


2961 


0,2,1,1,0,2 




0,8,0,2,0,0,1 




0,0,9,0,0,0,1 


2870 


0,0,1,0,2,1 




0,3,0,2,0,0,1 


3042 


0,1,0,0,1,0,1 


3136 


0,2,0,2,0,2 


2880 


0,2,0,1,0,2 


2964 


0,0,2,1,2,1 


3049 


0,0,8,0,0,0,1 


3139 


0,2,1,0,1,0,1 


2883 


0,0,1,1,2,1 


2967 


3,0,2,1,2,1 


3056 


7,0,8,0,0,0,1 


3141 


0,1.0,0,5 


2886 


3,0,1,1,2,1 




0,1,5,0,2,1 




0,13,0,1,0,2 


3143 2.1,0,0,5 




0,1,4,0,2,1 


2968 


0,0,7,0,0,0,1 


3057 


0,8,1,1,0,2 




0.0,6,1,0,0,1 


2887 


0,0,6,0,0,0,1 


2976 


0,8,0,1,0,2 




0,9,0,2,0,0,1 


3146 


5.1,0.0,5 


2896 


0,3,0,1,0,2 


2977 


0,3,1,1,0,2 


3058 


0,2,0,0.1,0,1 




3,0,6,1,0,0,1 


2899 


0,1,1,1,2,1 




0,4,0,2,0,0,1 


3062 


0,0,5,1,0,0,1 




0,1,9,0,0.0,1 


2900 


0,0,3,1,0,0,1 


2980 


0,1,2,1,2,1 


3065 


3,0,5,1,0,0,1 


3148 


0,0,8,0,4 


2903 


3,0,3,1,0,0,1 


2981 


0,0,1,1,0,0,1 




0,1,8,0,0,0,1 


3152 


0,3,0,2,0,2 




0,1,6,0,0,0,1 


3984 


3,0,4,1,0,0,1 


3067 


0,0,7,0,4 


3155 


0,3,1,0,1,0,1 


2905 


0,0,5,0,4 




0,1,7,0,0,0,1 


3072 


0,0,0,12 


3156 


0,0,3,2,0,0,1 


2912 


0,4,0,1,0,2 


2986 


0,0,6,0,4 


3073 


1,0,0,12 


3157 


1,0,3,2,0,0,1 


2913 


0,0,0,2,0,0,1 


2992 


0,9,0,1,0,2 




0,9,1.1,0,2 




0,2,0,0,5 


2916 


3,0,0,2,0,0,1 


2993 


0,4,1,1,0,2 




0,10,0,2,0,0,1 


3159 


3,0,3,2,0,0,1 




0,1,3,1,0,0,1 




0,5,0,2,0.0,1 


3074 


0,3,0.0,1,0,1 




2,2,0,0,5 




0,0,4,0,0,2 


2994 


0,0,1,2,0,0,1 


3075 


0,0,2,2,0,0,1 




0,1,6,1,0,0,1 


2918 


0,0,2,1,4 


2997 


3,0,1,2,0,0,1 


3078 


3,0,2,2,0,0,1 




0,0,7,0,0,2 


2921 


3,0,2,1,4 
0,1,5,0,4 




0,1.4,1,0,0,1 
0,0,5*0,2 




0,0,6,0,0,2 
0,1,5,1,0,0,1 


3161 


0,0,5,1,4 


2928 


0,5,0,1,0,2 


2999 


0,0,3,1,4 











1, BreUchneider , Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 



ßf 1 


(1.2,3,4.5,6,7)*! 


1 N | 


(1,2.3,4,5.6.7 V 


1 N 


(1.2.3.4.5,6,7)«! 


1 N 


1(1,2.3,4,5,6,7)^ N 


1(1,2,3,4,5,6,7)* 


3164 


3,0,5,1,4 


3240 


3,0,4,2,0,0,1 


3308 


5,1,2,0,5 


3379 


0,0,2,0,1,2 1*440 


0,5,0,3,0,2 




0,1,8,0,4 




2,2,1,0,5 




3,0,8,1,0,0,1 




0,1,1,1,1,0,1 


3441 


0,0,1,3,0,2 


3168 


0,4,0,2,0,2 




0,0,8,0,0,2 




0,1,11,0,0,0,1 


3381 


0,0,0,1,5 




0,1,0,4,0,0,1 


3169 


0,0,0,3,0,0,1 




0,1,7,1,0,0,1 


3310 


0,0,10,0,4 


3384 


3,0,0,1,5 


3443 


0,1,0,1,3,1 


3171 


0,0,0,0,3,1 


3242 


0.0.6,1,4 


3313 


0,6,0,0,1,2 




0,1,3,0,5 


3444 


0,0,2,1,1,0,1 


3184 


0,5,0,2,0,2 


3245 


3,0.6,1,4 


3314 


0,1,1,0,1,2 


3386 


5,0,0,1,5 


344713,0,2,1,1,0,1 


3185 


0,0,1,2,0,2 




0,1,9,0,4 




0,2,0,1,1,0,1 




2,1,3,0,5 




0,1,5,0,1,0,1 




0,1,0,3,0,0,1 


3248 


0.9,0,2,0,2 


3317 


3,1,1,0,1,2 




0,0,9,1,0,0,1 


3449 0,0,4,0,5 


3187 


0,1,0,0,3,1 


3249 


0,2,0,0,1,2 




3,2,0,1,1,0,1 


3389 


8,0,0,1,5 


3454 


5,0,4,0,5 


3188 


0,0,2,0,1,0,1 


3250 


0,0,1,3,0,0,1 




0,3,3,0,1,0,1 




5,1,3,0,5 




0,0,13,0,0,0,1 


3200 


0,6,0,2,0,2 


3252 


0,0,1,0,3,1 


3318 


0,0,5,2,0,0,1 




3,0,9,1,0,0,1 


3456 


0,6,0,3,0,2 


3201 


0,1,1,2,0,2 


3264 


0,10,0,2,0,2 


3319 


1,0,5,2,0,0,1 




0,1,12,0,0,0,1 


3457 


0,1,1,3,0,2 




0,2,0,3,0,0,1 


3265 


0,3,0,0,1,2 




0,2,2,0,5 


3391 


0,0,11,0,4 




0,2,0,4,0,0,1 


3203 


0,2,0,0,3,1 


3266 


0,1,1,3,0,0,1 


3321 


3,0,5,2,0,0,1 


3392 


0,2,0,3,0,2 


3459 


0,2,0,1,3,1 


3204 


0,1,2,0,1,0,1 




0,0,2,2,0,2 




2,2,2,0,5 


3395 


0,1,2,0,1,2 


3460 


0,1,2,1,1,0,1 


3206 


0,0,1,0,5 


3268 


0,1,1,0,3,1 




0,0,9,0,0,2 




0,2,1,1,1,0,1 




0,0,3,0,1,2 


3211 


5,0,1,0,5 


3269 


0,0,3,0,1,0,1 




0,1,8,1,0,0,1 


3397 


0,1,0,1,5 


3462 


0,0,1,1,5 




0,0,10,0,0,0,1 


3280 


0,11.0,2.0,2 


3323 


0,0,7,1,4 


3399 


2,1,0,1,5 


3465 


3,0,1,1,5 


3216 


0,7,0,2,0,2 


3281 


0,4,0,0,1,2 


3326 


3.0,7,1,4 




0,0,6,2,0,0,1 




0,1,4,0,5 


3217 


0,0,0,0,1,2 13282 


0,0,0,1,1,0,1 




0,1.10,0,4 


3400 


3,1,0,1,5 


3467 


5,0,1,1,5 


3220 


3,0,0,0,1,2 [3285 


3,0,0,1,1,0,1 


3328 


0,0,0,13 




1,0,6,2,0,0,1 




2,1,4,0,5 




0,2,2,0,1,0,1 1 


0,1,3,0.1,0,1 


3329 


0,7,0,0,1,2 




0,2,3,0,5 




0,0,10,1,0,0,1 


3222 


0,1,1,0,5 13287 


0,0,2,0,5 


3330 


0,2,1.0,1,2 


3402 


5,1,0,1,5 


3470 
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Tafel 2. 

I. In eine Summe zweier Biquadrate lassen sich zerlegen die Zahlen: 

2 17 32 82 97 162 257 272 337 512 626 641 
706 881 1250 1297 1312 1377 1552 1921 2402 2417 2482 2592 

2657 3026 3697 4097 

IL In eine Summe dreier Biquadrate lassen sich zerlegen die Zahlen: 

3 18 33 48 83 98 113 163 178 243 258 273 
288 338 353 418 513 528 593 627 642 657 707 722 
768 787 882 897 962 1137 1251 1266 1298 1313 1328 1331 

1378 1393 1458 1506 1553 1568 1633 1808 1875 1922 1937 2002 

2177 2403 2418 2433 2483 2498 2546 2563 2593 2608 2658 2673 

2738 2848 2913 3027 3042 3107 3217 3282 3651 3698 3713 3778 

3888 3953 4098 

HI. In eine Summe von nicht weniger als vier Biquadraten lassen sich zerlegen 

die Zahlen: 



4 


19 


34 


49 


64 


84 


99 


114 


129 


164 


179 


194 


244 


259 


274 


289 


304 


324 


339 


354 


369 


419 


434 


499 


514 


529 


544 


594 


609 


628 


643 


658 


673 


674 


708 


723 


738 


769 


784 


788 


813 


849 


868 


883 


898 


913 


963 


978 


1024 


1043 


1138 


1153 


1218 


1252 


1267 


1282 


1299 


1314 


1329 


1332 


1344 


1347 


1379 


1394 


1409 


1412 


1459 


1474 


1507 


1522 


1539 


1554 


1569 


1584 


1587 


1634 


1649 


1714 


1762- 


1809 


1824 


1876 


1889 


1891 


1923 


1938 


1953 


1956 


2003 


2018 


2064 


2083 


2131 


217S 


2193 


2258 


2404 


2419 


2434 


2449 


2484 


2499 


2500 


2514 


2547 


2562 


2564 


2579 


2594 


2609 


2624 


2627 


2644 


2659 


2674 


2689 


2739 


2754 


2802 


2819 


2849 


2864 


2914 


2929 


2994 


3028 


3043 


3058 


3104 


3108 


3123 


3169 


3171 


3188 


3218 


3233 


3283 


3298 


3363 


3473 


3538 


3652 


3667 


3699 


3714 


3729 


3732 


3779 


3794 


3842 


3859 


3889 


3904 


3907 


3954 


3969 


4034 


4099 























IV. In eine Summe von fönf oder mehreren Biquadraten können zerlegt werden 

die Zahlen : 

5 20 35 50 65 80 85 100 115 130 145 165 

180 195 210 245 260 275 290 305 320 325 340 355 

370 385 405 420 435 450 500 515 530 545 560 580 

595 610 629 644 659 675 689 690 709 724 739 754 



14 



1. Bretschncidtr, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 



755 770 785 

914 929 930 

1124 1139 1154 

1330 1333 1345 

1460 1475 1490 

1600 1603 1620 

1810 1825 1840 

1957 1969 1970 

2132 2145 2147 

2387 2405 2420 

2565 2578 2580 

2675 2690 2705 

2835 2850 2865 

3044 3059 3074 

3185 3187 3189 

3314 3360 3364 

3653 3668 3683 

3810 3813 3843 

3955 3970 3985 



789 800 

949 964 

1169 1219 

1348 1360 

1493 1508 

1635 1650 

1843 1877 

1972 2004 

2164 2179 

2435 2450 

2581 2595 

2708 2725 

2880 2883 

3075 3105 

3204 3219 

3379 3425 

3700 3715 

3858 3860 

3988 4035 



804 819 

979 994 

1234 1253 

1363 1380 

1523 1538 

1665 1668 

1890 1892 

2019 2034 

2194 2209 

2465 2485 

2610 2625 

2740 2755 

2900 2915 

3109 3120 

3234 3249 

3427 3444 

3730 3733 

3875 3890 

4050 4100 



850 865 869 

1025 1040 1044 

1268 1280 1283 

1395 1410 1413 

1540 1555 1570 

1715 1730 1763 

1905 1907 1924 

2037 2065 2080 

2212 2259 2274 

2501 2515 2516 

2628 2640 2643 

2756 2770 2803 

2930 2945 2995 

3124 3125 3139 

3250 3252 3269 

3474 3489 3539 

3745 3748 3780 

3905 3908 3920 



884 899 

1059 1105 

1300 1315 

1425 1428 

1585 1588 

1778 1795 

1939 1954 

2084 2099 

2320 2339 

2530 2548 

2645 2660 

2818 2820 

3010 3029 

3170 3172 

3284 3299 

3554 3619 

3795 3796 

3923 3940 



V. In eine Summe von mindestens sechs Biquadraten lassen' sich zerlegen die 

Zahlen : 



6 
166 
336 
501 
661 
805 
945 



21 
181 
341 
516 
676 
816 
946 



36 
196 
356 
531 
691 
820 
950 



51 
211 
371 
546 
705 
835 
965 



66 
226 
386 
561 
710 
836 
980 



86 
246 
401 
^76 
725 
851 



96 
261 
406 
581 
740 
866 



995 1010 



1056 1060 1075 1106 1121 1125 1140 

1220 1235 1254 1269 1281 1284 1301 

1364 1376 1381 1396 1411 1414 1426 

1491 1494 1509 1524 1536 1541 1556 

1604 1616 1619 1621 1636 1651 1666 

1731 1746 1749 1764 1779 1794 1796 

1859 1878 1893 1906 1908 1925 1940 

1986 1988 2005 2020 2035 2038 2050 

2096 2100 2115 2118 2133 2146 2148 

2210 2213 2225 2226 2228 2245 2260 

2340 2355 2388 2406 2421 2436 2451 



101 
276 
421 
596 
756 
870 



116 
291 
436 
611 

771 
885 



1011 1026 

1155 1170 

1316 1334 

1429 1441 

1571 1574 

1669 1681 

1811 1826 

1955 1958 

2051 2053 

2161 2163 

2275 2290 

2466 2468 



131 146 161 

306 321 326 

451 466 486 

630 645 660 

786 790 801 

900 915 931 

1030 1041 1045 

1185 1186 1205 

1346 1349 1361 

1444 1461 1476 

1586 1589 1601 

1684 1701 1716 

1841 1844 1856 

1971 1973 1985 

2066 2081 2035 

2165 2180 2195 

2293 2321 2336 

2481 2486 2502 



V 



1. Brettehnäder, Zerlegung der Zahlen bis 4100 m Biquadrate. 15 

2517 2531 2532 2549 2566 2576 2582 2596 2597 2611 2626 2629 

2641 2646 2656 2661 2662 2676 2691 2706 2709 2721 2724 2726 

2741 2757 2771 2772 2786 2789 2804 2806 2821 2834 2836 2837 

2851 2866 2881 2884 2896 2899 2901 2916 2931 2946 2961 2964 

2981 2996 3011 3012 3030 3045 3060 3076 3090 3091 3106 3110 

3121 3126 3136 3140 3141 3155 3156 3173 3186 3190 3201 3203 

3205 3206 3220 3235 S251 3253 3265 3266 3268 3270 3285 3300 

3315 3330 3331 3333 3350 3361 3365 3376 3380 3381 3395 3426 

3428 3441 3443 3445 3460 3475 3490 3505 3506 3508 3525 3540 

3555 3570 3616 3620 3635 3654 3669 3681 3684 3701 3716 3731 

3734 3746 3749 3750 3761 3764 3781 3797 3811 3812 3814 3826 

3829 3844 3861 3874 3876 3877 3891 3894 3906 3909 3921 3924 

3936 3939 3941 3956 3971 3986 3989 4001 4004 4021 4036 4051 

4052 4066 4069 

VI. In eine Summe von mindestens sieben Biquadraten können zerlegt werden 

die Zahlen: 



7 


22 


37 

• 


52 


67 


87 


102 


112 


117 


132 


147 


167 


177 


182 


197 


212 


227 


242 


247 


262 


277 


292 


307 


322 


327 


342 


352 


357 


372 


387 


402 


407 


417 


422 


437 


452 


467 


482 


487 


502 


517 


532 


547 


562 


567 


577 


582 


592 


597 


612 


631 


646 


662 


677 


692 


711 


721 


726 


741 


742 


757 


772 


791 


802 


806 


817 


821 


832 


837 


852 


867 


871 


886 


901 


916 


917 


932 


947 


951 


961 


966 


981 


996 


1012 



1027 1031 1042 1046 1057 1061 1072 1076 1091 1092 1107 1111 

1122 1126 1141 1156 1171 1187 1201 1202 1206 1221 1236 1255 

1270 1285 1286 1302 1317 1335 1350 1362 1365 1382 1392 1397 

1415 1427 1430 1442 1445 1457 1462 1477 1492 1495 1510 1525 

1537 1542 1557 1572 1575 1590 1602 1605 1617 1622 1632 1637 

1652 1655 1667 1670 1682 1685 1697 1700 1702 1717 1732 1747 

1750 1765 1780 1782 1792 1797 1812 1827 1830 1842 1845 1857 

1860 1872 1879 1694 1909 1926 1941 1959 1974 1987 1989 2001 

2006 2021 2036 2039 2052 2054 2067 2069 2082 2086 2097 2101 

2112 2116 2119 2134* 2149 2162 2166 2181 2196 2199 2211 2214 

2227 2229 2241 2242 2244 2246 2261 2276 2291 2294 2306 2307 

2309 2322 2326 2337 2341 2352 2356 2371 2374 2389 2407 2422 

2437 2452 2467 2469 2487 2497 2503 2518 2533 2550 2567 2577 

2583 2598 2612 2613 2630 2642 2647 2663 2672 2677 2678 2692 

2707 2710 2722 2727 2737 2742 2743 2758 2773 2787 2788 2790 

2805 2807 2822 2832 2838 2852 2853 2867 2870 2882 2885 2887 

2897 2902 2912 2917 2918 2932 2947 2962 2965 2977 2980 2982 

2997 3013 3031 3046 3061 3062 3077 3092 3093 3111 3122 3127 



16 1. Bretsehnäder, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 

3137 3142 3152 3157 3174 3191 3202 3207 3221 3222 3236 3237 

3254 3267 3271 3281 3286 3287 3301 3316 3332 3334 3346 3347 

3349 3351 3362 3366 3377 3382 3392 3396 3397 3411 3412 3414 

3429 3431 3442 3446 3457 3459 3461 3462 3476 3491 3507 3509 

3521 3522 3424 3526 3541 3566 3571 3586 3587 3489 3606 3617 

3621 3632 3636 3637 3655 3670 3682 3685 3702 3717 3735 3747 

3751 3762 3765 3766 3777 3782 3798 3615 3827 3828 3830 3831 

3845 3862 3872 3878 3892 3893 3895 3910 3922 3925 3937 3942 

3952 3957 3958 3972 3975 3987 3990 4002 4005 4006 4017 4020 

4022 4037 4053 4067 4068 4070 4082 4085 

VII. In eine Summe von nicbt weniger als acht Biquadraten können zerfällt 

werden die Zahlen : 



8 


23 


38 


53 


68 


88 


103 


118 


128 


133 


148 


168 


183 


193 


198 


213 


288 


248 


263 


278 


293 


308 


323 


328 


343 


358 


368 


373 


388 


403 


408 


423 


433 


438 


453 


468 


483 


488 


498 


603 


518 


533 


548 


563 


568 


578 


583 


598 


608 


613 


632 


647 


648 


663 


678 


693 


712 


•727 


737 


743 


758 


773 


792 


807 


818 


822 


823 


833 


838 


848 


853 


872 


887 


902 


918 


933 


948 


952 


967 


977 


982 


997 


998 


1013 


1028 


1032 


1047 


1058 


1062 


1073 


1077 


1088 


1093 


1108 


1112 


1123 


1127 


1142 


1157 


1172 


1173 


1188 


1192 


1203 


1207 


1217 


1222 


1237 


1256 


1271 


1287 


1303 


1318 


1336 


1351 


1366 


1367 


1383 


1398 


1408 


1416 


1431 


1443 


1446 


1463 


1473 


1478 


1496 


1511 


1526 


1543 


1558 


1573 


1576 


1591 


1606 


1618 


1623 


1638 


1648 


1653 


1656 


1671 


1683 


1686 


1698 


1703 


1713 


1718 


1733 


1736 


1748 


1751 


1766 


1781 


1783 


1793 


1798 


1813 


1828 


1831 


1846 


1858 


1861 


1863 


1873 


1880 


1888 


1895 


1910 


1911 


1927 


1942 


1960 


1975 


1990 


2007 


3017 


2022 


2040 



2048 2055 2068 2070 2087 2098 2102 2113 2117 2120 2128 2135 

2150 2167 2182 2197 2200 2215 2230 2243 2247 2257 2262 2277 

2280 2292 2295 2308 2310 2323 2325 2327 2338 2342 2353 2357 

2368 2372 2375 2390 2408 2423 2438 2453 2455 2470 2488 2504 

2513 2519 2534 2551 2568 2584 2599 2614 2631 2648 2664 2679 

2688 2593 2694 2711 2723 2728 2744 2753 2759 2774 2791 2808 

2823 2824 2833 2839 2854 2868 2869 2871 2886 2888 2898 2903 

2919 2928 2933 2934 2948 2951 2963 2966 2968 2978 2983 2993 

2998 2999 3014 3032 3047 3063 3078 30S8 3094 3112 3124 3138 

3143 3153 3158 3168 3175 3192 3208 3223 3238 3255 3272 3288 

3297 3302 3303 3317 3318 3335 3348 3352 3267 3368 3378 3383 

3393 3398 3408 3413 3415 3430 3432 3447 3458 3463 3477 3478 

3492 3493 3495 3510 3512 3523 3527 3537 3542 3543 3557 3572 




9 


24 


39 


54 


69 


89 


184 


199 


209 


214 


229 


249 


358 


374 


384 


389 


404 


409 


489 


504 


419 


534 


549 


561 


633 


649 


664 


679 


694 


713 


793 


808 


824 


834 


839 


854 


934 


953 


968 


983 


993 


999 



119 


134 


144 


149 


169 


279 


294 


309 


329 


344 


439 


449 


454 


469 


484 


579 


584 


599 


614 


624 


729 


744 


753 


759 


774 


873 


888 


903 


904 


919 



1. Breischneidert Zerlegung der Zahlen bi$ 4100 m Biquadrate. 17 

3588 3590 3602 3603 3605 3607 3618 3622 3633 3638 3648 3656 

3671 3686 3687 3703 3718 3736 3752 3763 3767 3783 3793 3799 

3816 3832 3746 3847 3863 3873 3879 3896 3911 3912 3926 3938 

3943 3959 3968 3973 3974 3976 3991 4003 4007 4018 4023 4033 

4038 4039 4054 4056 4071 4083 4084 4086 4087 

VIII. In eine Summe von nicht weniger als neun Biquadraten können zerfällt 

werden die Zahlen: 

104 

264 

424 

569 

728 

864 

999 1014 1029 1033 1048 1063 1074 

1078 1079 1089 1094 1104 1109 1113 1128 1143 1158 1174 1189 

1193 1204 1208 1223 1233 1238 1257 1272 1273 1288 1304 1319 

1337 1352 1368 1384 1399 1417 1424 1432 1447 1448 1464 1479 

1489 1497 1512 1527 1544 1559 1577 1592 1607 1624 1639 1654 

1657 1664 1672 1687 1699 1704 1719 1729 1734 1737 1752 1767 

1784 1799 1814 1817 1829 1832 1847 1862 1864 1874 1881 1896 

1904 1912 1928 1943 1944 1961 1976 1991 1992 2008 2023 2033 

2041 2049 2056 2071 2088 2103 2114 2121 2129 2136 2144 2151 

2168 2183 2198 2201 2216 2231 2248 2263 2273 2278 2281 2296 

2304 2311 2324 2328 2343 2354 2358 2361 2369 9373 2376 2384 

2391 2409 2424 2439 2454 2456 2471 2489 2505 2520 2529 2535 

2536 2552 2569 2585 2600 2615 2632 2649 2665 2680 2695 2704 

2712 2729 2745 2760 2769 2775 2792 2809 2825 2840 2855 2872 

2889 2904 2905 2920 2935 2944 2949 2950 2952 2067 2969 2979 

2984 3000 3009 3015 3033 3048 3049 3064 3079 3080 3089 3095 

3113 3129 3144 3154 3159 3176 3184 3193 3209 3224 3239 3256 

3273 3289 3304 3313 3319 3336 3344 3353 3369 3384 3394 3399 

3409 3416 3424 3433 3448 3449 3464 3479 3494 3496 3511 3513 

3528 3544 3553 3558 3559 3573 3574 3576 3591 3593 3604 3608 

3623 3624 3534 3639 3649 3657 3664 3672 3688 3704 3719 3737 

3753 3768 3784 3800 3809 3817 3833 3848 3864 3880 3897 3913 

3927 3928 3944 3960 3977 3984 3992 3993 4008 4019 4204 4040 
4049 4055 4057 4072 4088 

IX. In eine Summe von nicht weniger als zehn Biquadraten können zerlegt 

werden die Zahlen : 

10 25 40 55 70 90 105 120 135 150 160 170 

185 200 215 225 230 250 265 280 295 310 330 345 

Crelle'i Journal f. d. H. Bd. XLVI. Heft 1. 3 



18 1» Breischneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 

360 375 390 400 410 425 440 455 465 470 485 490 

505 520 535 550 565 570 585 600 615 634 640 650 

665 680 695 714 730 745 760 775 794 809 810 825 

840 855 874 880 889 905 920 935 954 969 984 985 

1000 1009 1015 1034 1049 1064 1080 1090 1095 1110 1114 1120 

1129 1144 1159 1160 1175 1190 1194 1209 1224 1239 1249 1258 

1274 1289 1305 1320 1338 1353 1354 1369 1385 1400 1418 1433 

1440 1449 1465 1480 1498 1505 1513 1528 1529 1545 1560 1578 

1593 1608 1625 1640 1658 1673 1680 1688 1705 1720 1735 1738 

1745 1753 1768 1785 1800 1815 1818 1833 1848 1865 1882 1897 

1898 1913 1920 1939 1945 1962 1977 1993 2009 2024 2025 2042 

2057 2072 2073 2089 2104 2122 2130 2137 2152 2160 2169 2184 

2202 2217 2232 2249 2264 2279 2282 2289 2297 2305 2312 2329 

2344 2359 2362 2370 2377 2385 2392 2400 2410 2425 2440 2442 

2457 2472 2490 2506 2521 2537 2545 2553 2560 2570 2586 2601 

2616 2617 2633 2650 2666 2681 2696 2713 2720 2730 2746 2761 

2776 2785 2793 2810 2826 2841 2856 2873 2890 2906 2921 2936 

2953 2960 2970 2985 2986 3001 3016 3025 3034 3050 3065 3081 

3096 3114 3130 3145 3160 3161 3177 3194 3200 3210 3225 3240 

3257 3274 3290 3305 3320 3329 3337 3345 3354 3370 3385 3400 

3410 3417 3434 3440 3450 3465 3480 3497 3514 3529 3530 3545 

3560 3569 3575 3577 3592 3594 3600 3609 3625 3640 3650 3658 

3665 3673 3674 3680 3689 3705 3720 3738 3754 3769 3785 3801 

3818 3825 3834 3849 3865 3881 3898 3914 3929 3945 3961 3978 

3995 4000 4009 4025 4041 4058 4065 4073 4074 4089 

X. In eine Summe von nicht weniger als elf Biquadraten lassen sich zerlegen 

die Zahlen : 



11 


26 


41 


56 


71 


91 


106 


121 


136 


151 


171 


176 


186 


201 


216 


231 


241 


251 


266 


281 


296 


311 


331 


346 


361 


376 


391 


411 


416 


426 


441 


456 


471 


481 


491 


506 


521 


536 


551 


566 


571 


586 


601 


616 


635 


651 


656 


666 


681 


696 


715 


731 


746 


761 


776 


795 


811 


826 


841 


856 


875 


890 


891 


896 


906 


921 


936 


955 


970 


986 


1001 


1016 



1035 1050 1065 1066 1081 1096 1115 1130 1136 1145 1161 1176 

1191 1195 1210 1225 1240 1241 1259 1265 1275 1290 1306 1321 

1339 1355 1370 1386 1401 1419 1434 1435 1450 1456 1466 1481 

1499 1514 1521 1530 1546 1561 1579 1594 1609 1610 1626 1641 

1659 1674 1689 1696 1706 1721 1739 1754 1761 1769 1786 1801 

1816 1819 1834 1849 1866 1883 1899 1914 1930 1936 1946 1963 

1978 1979 1994 2010 2026 2043 2058 2074 2090 2104 2106 2123 




1. Bretsdkneider , Zerlegung der Zahlen bis 4100 m Biquadrate. 19 

2138 2153 2154 2170 2176 2185 2203 2218 2233 2250 2265 2283 

2298 2313 2330 2345 2360 2363 2378 2386 2393 2411 2416 2426 

2441 2443 2458 2473 2491 2507 2522 2523 2538 2554 2561 2571 

2587 2602 2618 2634 2651 2667 2682 2697 2698 2714 2731 2736 

2747 2762 2777 2794 2801 2811 2816 2827 2842 2857 2874 2891 

2907 2922 2937 2954 2971 2976 2987 3002 3017 3035 3041 3051 

3066 3067 3082 3097 3115 3131 3146 3162 3178 3195 3211 3216 

3226 3241 3242 3258 3275 3291 3306 3321 3338 3355 3371 3386 

3401 3418 3435 3451 3456 3466 3481 3498 3515 3531 3546 3561 

3578 3585 3595 3601 3610 3611 3626 3641 3659 3666 3675 3690 

3696 3706 3721 3739 3755 3770 3786 3802 3819 3835 3841 3850 

3856 3866 3882 3899 3915 3930 3946 3962 3979 3995 4010 4016 

4026 4042 4059 4075 4081 4090 

XI. In eine Summe von nicht weniger als zjcoölf Biquadraten können zerlegt 

werden die Zahlen : 

14 27 42 57 72 92 107 122 137 152 172 187 

192 202 217 232 252 267 262 297 312 332 347 362 

377 392 412 427 432 442 457 472 492 497 507 522 

537 552 572 587 602 617 636 652 667 672 682 697 

716 732 747 762 777 796 812 827 842 857 876 892 

907 912 922 937 956 971 972 987 1002 1017 1036 1051 

1067 1082 1097 1116 1131 1146 1147 1152 1162 1177 1196 1211 

1226 1242 1260 1276 1291 1307 1322 1340 1356 1371 1387 1402 

1420 1436 1451 1467 1472 1482 1500 1515 1516 1531 1547 1562 

1580 1595 1611 1627 1642 1660 1675 1690 1691 1707 1712 1722 

1740 1755 1770 1777 1787 1802 1820 1835 1850 1867 1884 1900 

1915 1931 1947 1952 1964 1980 1995 2011 2027 2044 2059 2060 

2075 2091 2107 2124 2139 2155 2171 2186 2187 2192 2204 2219 

2234 2235 2251 2266 2264 2299 2314 2331 2346 2364 2379 2394 

2412 2427 2432 2444 2459 2474 2492 2508 2524 2539 2555 2572 

2588 2603 2604 2619 2635 2652 2568 2683 2699 2715 2732 2748 

2752 2763 2778 2779 2795 2812 2817 2828 2843 2858 2875 2892 

2908 2923 2938 2955 2972 2988 2992 3003 3018 3036 3052 3057 

3068 3072 3083 3098 3116 3132 3147 3148 3163 3179 3196 3212 

3227 3332 3243 3259 3276 3292 3307 3322 3323 3339 3356 3372 

3387 3402 3419 3436 3452 3467 3472 3482 3499 3516 3532 3547 

3562 3579 3596 3612 3627 3642 3660 3676 3691 3692 3707 3712 

3722 3740 3756 3771 3787 3803 3820 3836 3851 3857 3867 3883 

3900 3916 3931 3947 3963 3980 3996 4011 4027 4032 4043 4060 

4076 4091 

3* 



20 1. Bretschndder, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 

XII. In eine Summe von nicht weniger als dreizehn Biquadraten können zerlegt 

werden die Zahlen : 



13 


28 


43 


58 


73 


93 


108 


123 


138 


153 


173 


188 


203 


208 


218 


233 


253 


268 


283 


298 


313 


333 


348 


363 


378 


393 


413 


428 


443 


448 


458 


473 


493 


508 


523 


538 


553 


573 


588 


603 


618 


637 


653 


668 


683 


688 


698 


717 


733 


748 


763 


778 


797 


813 


828 


843 


858 


877 


893 


908 


923 


928 


938 


957 


973 


988 


1003 


1018 


1037 


1052 


1053 


1068 


1083 


1098 


1117 


1132 


1148 


1163 


1168 


1178 


1197 


1212 


1227 


1228 


1243 


1261 


1277 


1292 


1308 


1323 


1341 


1357 


1372 


1388 


1403 


1421 


1437 


1452 


1468 


1483 


1188 


1501 


1517 


1532 


1548 


1563 


1581 


1596 


1597 


1612 


1628 


1643 


1661 


1676 


1692 


1708 


1723 


1728 


1741 


1756 


1771 


1772 


1788 


1803 


1821 


1836 


1851 


1868 


1885 


1901 


1916 


1932 


1948 


1965 


1968 


1981 


1996 


2012 


2028 


2045 


2061 


2076 


2092 


2108 


2125 


2140 


2141 


2156 


2172 


2188 


2205 


2208 


2220 


2236 


2252 


2267 


2268 


2285 


2300 


2315 


2316 


2332 


2347 


2365 


2360 


2395 


2413 


2428 



2445 2448 2460 2475 2493 2509 2525 2540 2556 2573 2589 2605 

2620 2636 2653 2669 2684 2685 2700 2716 2733 2749 2764 2768 

2780 2796 2813 2829 2844 2859 2860 2876 2893 2909 2924 2939 

2956 2973 2989 3004 3008 3019 3037 3053 3069 3073 3084 3099 

3117 3133 3149 3164 3180 3197 3213 3228 3229 3244 3248 3260 

3277 3293 3308 3324 3328 3340 3357 3373 3388 3403 3404 3420 

3437 3453 3468 3483 3488 3500 3517 3533 3548 3563 3580 3597 

3613 3628 3643 3661 3677 3693 3708 3723 3728 3741 3757 3772 

3773 3788 3804 3821 3837 3852 3868 3884 3901 3917 3932 3948 

3964 3981 3997 4012 4028 4044 4048 4061 4077 4092 

XIII. In eine Summe von mindestens vierzehn Biquadraten lassen sich zerlegen 

die Zahlen: 



14 


29 


44 


59 


74 


91 


109 


124 


139 


154 


174 


189 


201 


219 


224 


234 


254 


269 


284 


299 


314 


334 


349 


364 


379 


394 


414 


429 


444 


459 


464 


474 


494 


509 


524 


539 


554 


574 


589 


604 


619 


638 


654 


669 

• 


684 


699 


704 


718 


734 


749 


764 


779 


798 


814 


829 


844 


859 


878 


894 


909 


924 


939 


944 


958 


974 


989 


1004 


1019 


1038 


1054 


1069 


1084 



1099 1118 1133 1134 1149 1164 1179 1184 1198 1213 1229 1244 

1262 1278 1293 1309 1324 1342 1358 1373 1389 1404 1422 1438 

1453 1469 1484 1502 1504 1518 1533 1549 1564 1582 1598 1613 

1629 1644 1662 1677 1678 1693 1709 1724 1742 1744 1757 1773 

1789 1804 1822 1837 1852 1853 1869 1886 1902 1917 1933 1949 
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1966 1982 1984 1997 2013 2029 2046 2062 2077 2093 2109 2126 

2142 2157 2173 2189 2206 2221 2222 2224 2237 2253 2269 2286 

2301 2317 2333 2348 2349 2366 2381 2396 2397 2414 2429 2446 

2461 2464 2476 2494 2510 2526 2541 2557 2574 2590 2606 2621 

2637 2654 2670 2686 2701 2717 2734 2750 2765 2766 2781 2784 

2797 2814 2830 2845 2861 2877 2894 2910 2925 2940 2941 2957 

2974 2990 3005 3020 3024 3038 3054 3070 3085 3100 3118 3134 

3150 3165 3181 3198 3214 3230 3245 3261 3264 3278 3294 3309 

3310 3325 3341 3358 3374 3389 3405 3421 3138 3454 3469 3484 

3485 3501 3504 3518 3534 3549 3564 3581 3584 3598 3614 3629 

3644 3662 3678 3694 3709 3724 3742 3744 3758 3774 3789 3805 

3822 3838 3853 3854 3869 3885 3902 3918 3933 8949 3965 3982 
3998 4013 4029 4045 4062 4064 4078 4093 

XIV. In eine Summe von mindestens fünfzehn Biquadraten lassen sich zerlegen 

die Zahlen: 

155 175 190 

335 350 365 
510 525 540 

700 719 720 

879 895 910 

1055 1070 1085 

1215 1230 1245 

1405 1423 1439 

1583 1599 1614 

1759 1760 1774 

1934 1950 1967 

2110 2127 2143 

2287 2302 2303 

2462 2477 2478 

2622 2638 2655 

2800 2815 2831 

2975 2991 3006 

3135 3151 3166 

3311 3326 3342 

3486 3502 3519 

3645 3663 3679 

3823 3839 3840 

3983 3999 4014 



15 


30 


45 


60 


75 


95 


HO 


125 


140 


205 


220 


235 


240 


255 


270 


285 


300 


315 


380 


395 


415 


430 


445 


460 


475 


480 


495 


555 


575 


590 


605 


620 


639 


655 


670 


685 


735 


750 


765 


780 


799 


815 


830 


845 


860 


925 


940 


959 


960 


975 


990 


1005 


1020 


1039 


1100 


1119 


1135 


1150 


1165 


11S0 


1199 


1200 


1214 


1263 


1279 


1294 


1310 


1325 


1343 


1359 


1374 


1390 


1454 


1470 


1485 


1503 


1519 


1520 


1534 


1550 


1565 


1630 


1645 


1663 


1679 


1694 


1710 


1725 


1743 


1758 


1790 


1805 


1823 


1838 


1854 


1870 


1887 


1903 


1918 


1983 


1998 


2000 


2014 


2030 


2047 


2063 


2078 


2094 


2158 


2174 


2190 


2207 


2223 


2238 


2240 


2254 


2270 


2318 


2334 


2350 


2367 


2382 


2398 


2415 


2430 


2447 


2480 


2495 


2511 


2527 


2542 


2558 


2575 


2591 


2607 


2671 


2687 


2702 


2718 


2735 


2751 


2767 


2782 


2798 


2846 


2847 


2862 


2878 


2895 


2911 


2926 


2942 


2958 


3021 


3022 


3039 


3010 


3055 


3071 


3086 


3101 


3119 


3182 


3199 


3215 


3231 


3246 


3262 


3279 


3280 


3295 


3359 


3375 


3390 


3391 


3406 


3422 


3439 


3455 


3470 


3520 


3535 


3550 


3565 


3566 


3582 


3599 


3615 


3630 


3695 


3710 


3725 


3743 


3759 


3760 


3775 


3790 


3806 


3855 


3870 


3886 


3903 


3919 


3934 


3935 


3950 


3966 


4030 


4046 


4063 


4079 


4080 


4080 


4094 
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XV. 1b cüne Samme -von sumänsiens se&sztOm 





9 46 «1 TB 111 IX 141 156 191 

496 51lS2C541«5M4K4n€71496 

3l»^l«IMI«ttl»Nin(« NK 

MSI WH **** IM IUI II« 1151 1216 1S1 Dt« UM 195 

»1] 1326 1375 IM 14« 145» 1471 i486 1535 1551 1596 1615 

MSI 1*4« 1495 1711 1726 1775 1776 1791 1*4* 139 1855 1871 

1919 IS» 1931 1999 2915 2*16 2921 3979 2405 2111 21» 2175 

991 2239 2255 22» 2271 229» 2319 2335 2351 2383 2399 2431 

2443 2479 2494 2512 252» 2543 2559 2423 243» 2743 2719 27SS 

2799 2643 2879 2927 2943 2959 3*97 3023 3956 39S7 3142 3103 

3147 31» 3247 3243 3296 3312 3327 3343 3497 3423 3471 3457 

3543 353« 3551 3597 3583 3431 3444 3447 3711 37» 377« 3791 

3324 3871 3887 3951 3967 4915 4931 4047 4995 



XVL Ib eme Su m m e rao anDäeäens säebenzehn Biquadraten können «Heg t 

werde« die Zahlen : 

47 49 77 127 142 157 297 222 237 2S7 392 317 

3S7382397447443 477 527542 557 4974JS248; 

768752 747 782^847869927942992 M07 1922 1957 

1193 1197 1182 1232 1247 1327 1497 1497 1567 1447 1737 1397 



XVH. Ib eine $v «-»* von nicht weniger als aehtuhn Biquadraten lassen sich 

zerlegen die Zahlen : 

43 78 143 158 223 239 393 316 363 395 443 478 

923 793 763 863 943 1968 1023 1143 11S3 1248 



XVI1L In eine Summe von nicht veniger als neunzehn Biquadraten lassen sich 

zerlegen die Zahlen : 

79 159 239 319 399 



Demnach können innerhalb der ersten 4100 Zahlen: 

28 in eine Stimme von 2 Biquadraten seriegt werden, 
75 * * » • 3 * 

156 > » » »4 » 

271 » » »5 » 
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375 in eine Summe von 6 Biquadraten 



416 * 


*> 


» 


» 


7 


» 


393 » 


» 


3fr 


9 


8 


» 


353 » 


» 


V 


A> 


9 


» 


322 » 


» 


Ä 


» 


10 


» 


306 » 


» 


» 


» 


11 


» 


290 » 


» 


* 


» 


12 


» 


286 » 


» 


» 


» 


13 


7> 


284 » 


d 


A) 


» 


14 


» 


282 » 


» 


» 


A 


15 


» 


166 » 


V 


» 


» 


16 


» 


56 » 


» 


» 


» 


17 


» 


24 * 


j» 


» 


» 


18 


» 


7 » 


» 


J> 


» 


19 


» 



Gotha # im Januar 1851. 



24 2. Stachen, du mouvement cyctädal. 



2. 

De la proprio fondamentale du mouvement cy- 

cloi'dal, et de sa liaison avec le principe de la 

composition des mouvements de rotation autour 

d'axes parali&ls et d'axes qui se coupent. 

(Par Mr. Stachen, professeur k l'ecole militairc de Bruxelles.) 



§. 1. 

JLIans la theorie des cycloi'des naturelles« rallongees ou raccourcies, on se 
Lome ä de'montrer que la ligue droite mene'e du point de contact du cercle mo- 
bile roulant sur une droite fixe, au point ge'ne'rateur de la courbe, est une normale 
ä la courbe en ce point. Mais dans les applications de mecanique ce the'oreme 
est insuffisant, et il convient d'y substituer un e'nonce plus general et plus com- 
plet qui revient a ceci : Toui mouvement de rovdement dun cercle sur une tan- 
gente ou sur un autre cercle fixe riest autre chose quun mouvement de rota- 
tion instanten^ de tous les points du plan mobile autour du point de contact 
actuel des deux cercles quon considire. Une proprie'te analogue subsiste, pour 
le cas d'une courbe quelconque roulant sur une autre courbe; mais avant que de 
gc'ne'raliser, et sans rechercher l'analogie de cet e'nonce' avec le theoreme de 
Mr. Chasles et Bobillier, concernant les dc'placements virtuels des figures planes 
invariables dans leur plan, il importe avant tout de considerer les quelques cas 
particuliers du mouvement cyclo'idal et epicyclo'idal ou hypocyclo'idal ; car on en 
verra de'couler comme simple conse'quence toute la theorie de la composition et 
decomposition des rotations elementaires et des vitesses angulaires autour d'axes 
paraükls et concourants. 

Soit (Fig. I.) a 1 un point de'crivant intirieur ou extirieur ä une circonfe* 
rence de cercle de rayon oh = R, h e'tant le point de contact actuel avec une 
tangente fixe horizontale. Pendant qiTe cette circonference roule infmiment peu. 
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le point af de'crit un chemin de translation horizontal Rdtp, egal ä celui qui est 
parcouru par le centre (o) , et un chemin de circulation a!c' , normal au rayon 
a'o> et egal a a'o.dcp = a.dcp. En prenant sur une horizontale en a\ £ partir 
de cc point, une longueur a'ti = Rdcp, et achevant sur (a'b\ afc 4 ) le parallelo- 
gramme a'c'd'b\ on obtient par la diagonale a'd' le chemin re'sultant en grandeur 
et en direction; cest donc aussi l'ele'ment courbe en ce point, et ?a tangente a la 
courbe. Or dans le triangle a'c'd' fai : 

smc'a'd' : sinÄ'aV = a'b' : a'd! = Rdcp : a'd'. 
Dans le triangle oa'h on aura: 

A 

sin a'd * : sinoa'A = ah : R. 
En cherchant la valeur de a! d n % et remarquant que 

cosb'a'c' = cos a' 6 z = — cosa'öh, on obtient: 
a'd?^ (a'o* + R 1 — 2R.a'o.cosa'6h) dy 1 = a'h\d<p\ 
On conclut de la et des deux proportions precedentes: 

A A • A tL 

smc'a'd' : sin b'a'c = sinoo'A ? sin a'öz, 
et comme dans celle-ci les consequents sont c'gaux, il en est de m^me des antece- 
dents; ce qui donnera: 

A A 

c' a'd! ss oa'h . 

Puisque donc. en ajoutant a Fangle oa'h langte ha'c', on obtient un angle droit, 
il faut qu on ait aussi : 

ha'c' + c'a'd! ou ha! d' = 90° 
11 est manifeste ainsi que non seulement le chemin afd' est normal ä la drohe 
h a' ; inais qu'en outre, a cause de : 

a'd' — a'h.dop, 
le point a! se meut pendant chaque instant de la mSme manikre que sil tour- 

nait autour du point de contact h 9 aeec une eilesse angulaire J- f 4gale ä edle 

m 

dont la roue tourne sur elle-mkme , autour de son centre. 

Gette propriete donne lieu ä quelques remarques qui sont assez curieuses 
pour devöir etre meniionnees, 

RJmarque I. Comme les deux chemins a'b' , o!c* sont proportionnels 
aux rayon k'a, on peut e'galement obtenir la direction de la tangente ä la courbe 
au point a\ par le moyen dun parallelogramme fini, ayant les deux cdtes respec- 
tivement perpendiculaires aux lignes hz 9 oa\ et proportionnels aux distances k 9 a. 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XLVL Heft 1. 4 
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Cette proprie'te pourrait Are e'oonce'e aussi, sous la forme Jan the'oreme de geo- 
metrie elementaire, ind£pendaroment de toute notion infinitesimale. 

Remarquc II En vertu de la propriete' eooncee» lexpression de la force 

Tive, (Tone roae de voiture par exemple, roulant sor an plan horizontal ou oblique, 

dop 
s'obtient immediatetnent et Ton voit qae poar ane vitesse angalaire ~r:> eile doit 

avoir one force vive represent^e par : 

haf 1 . dm , 

ce qui e'quivaut au carre de la vitesse angulaire, multiplie par le moment d'iner- 
tie de la roue, pris par rapport ä son ar£te de contact avec le plan d appui. 

Eo ge'ne'ral, an corps solide quelconque &ant anime d'une vitesse angulaire 

-g aatoar d'un axe (pfif) intericur ou exterieur, et cPune vitesse de translation 
rectiligne dirige'e dans un plan perpendiculaire k Paxe (0,0'), si dans ce plan et 

concentriqueroent ä Taxe (fi 9 o s ) on de'crit une circonference de rayonP r :-£=R f 
et qu*on lui mene en T une tangente parallele ä V> le corps est dans le roeme 

cas qae s v il tournait autour du point de contact T, et sa force vive sera ( 37 ) X AT» 

K marquant le moment dmertie du solide par rapport ä un axe en T, parallele ä 
] axe de rotation (oo*); et ce-ci est vrai pour chaque instant du mouveroent, alors 

da> 

m&ne qae les quantite's V % -77 , changent de valeurs et de directions, pourvu que 

la vitesse de transport ne cesse pas de rester ä angle droit avec Faxe (00% On 
congoit du reste aisement ce qui aurait lieu pour le cas plus ge'ne'ral oü V croi- 
serait cet axe sous un angle quelconque. 

Rtmarque III. Avant que de poursuivre l'objet immediat des recherches 
que nous avons en väe 9 nous croyons devoir exposer quelques considerations geo- 
m&rico - m&aniques, concernant la roue de voiture, lesquelles fournissent la So- 
lution de quelques parties de la questioo propos£e dans le Journal de Mr. Grelle. 
(Voir la 4*"' livraison du tome 40.) D'aiüeurs c 1 est cette question cTabord, et en- 
snite la belle expe'rience de Mr. Foucauli qui ont ramene notre attention sur la 
throne fundamentale de la rotation. 

$.3. 

En d&ignant par x l'abscisse horizontale et par y Pordonn^e verticale d'un 
point quelconque de la cycloide rallong^e ou raccourcie, lorigioe des coordon- 
ne'es e'tant au point de contact initial de la roue avec le soI 9 on obtient; 
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x = l{.cp — ösincp f y s jR— - ö.coscp. 
Ainsi nommantu la vit esse totale du point de'crivant, de masse dm, apris an 

terops / du mouvement, on aura, ä cause de u* = — ** — , 

M » = (£*-§- ö * — 2aÄcoscp)^£. 
La force vive de la roue a parconse'quent la valeur 

(jjt) • J (R? + cP)dm — 2(-£-) . J R.c.co$cp.dm.....(a)) 

et corome acoscp = R — y 9 on a: 

facosipdm = M , R — fydm = 0, 
il/de'signant la masse entiere de la roue. La force vive sereduit donc simplement 

ä M.B? • (^f J + ^jT* / o?dm ; et cette expression couduit ä un enonc^ con- 

forme a un theoreme gene'ral de la me'canique rationnelle. Mais en reprenant 
l'expression (a), et considerant que dans hoaf ••-(Fig. 1) on a R 2 +a?—2aRco$cp 

= a'h\ on s'apergoit aussi quelle se re'duit a yjr) • I a' h? .dm, conformemcnt 

a ce qui a cte reconnu immediatement dans la Re mar que II. Concevons apres 
cela dans la roue deux points mat&riels (p\ 77') e'quidistants du centre (o), mais 
diametralement oppose's; de sorte qu'apres un temps / du roulement, le prernier 
point aura de'crit un arc rallonge ou raccourci correspondant ä un angle au cen- 
tre <p, tandisque le point 77' oorrespondra ä un angle cp + 180*; ainsi la vitesse 
du prernier point p s e'tant : 

u = ^jj.V(R* + a 2 — 2öÄcosy) , 
la vitesse conteroporaine u' de W a la valeur 

ii / = §.V(Ä* + o 2 + 2aÄcosg)). 

On voit donc que celle u de ces deux vitesses, correspondante k Tangle cen- 
tral 9+180° est toujours plus grande que celle qui correspond k Tangle central 
aigu; et que chacune d'elle varie avec le temps, alors meme que la vitesse aogu- 
laire de la roue est constante. De Ja resultent parconsequent des reactions d'iner- 
tie tangentiales qu'il faudra combiner avec les forces centrifuges ou les reactions 
d'inertie centrales, afin den deduire la reaction e'Ie'mentaire r£sultante, et par In- 
tegration la re'sultante finie des forces qui pendant un instant quelconque agissent 
sur les divers points materiels de la roue. En designant par dR x , dR^ % les com- 
posantes paralleles aux axes coordonnes des reactions d'inertie de la niole'cule dm p 

du point p\ on trouve, apres les reductions faites : 

4* 
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dR s = — I Jfj.a.dm.mnip— (fl — G**s<fi)dm.(-jfj 

dR r ^ ~\4l J • a*dm,co*<p — a .-sta?». dm \^fj • 

De la oq condnt aisement les compfisantes analogues <//?'* JÄ' r ••••• du 

point ZZ'; et en noimnant X la somme Ä* -f- R* x , et y la «rnme R^ + R 9 , oq 
en deduit: 

r = o . x=-3i.iJ.(^). 

Ainsi, conforme'roent au principe general, de'montre'dansmon memoire sarle 
mouvemeot oaissanl des corps, la reaction cTiocrtie totale se fait de la meine ma- 
niere, que si la roasse entiere c'tait condense'e aa centre d'inertie de la roue, et qu il 
ny eul acc^leration de vitesse que dans le mouvemeot de transportde cc centre. 
Eu egard ä la forme anaiytique de dR x , dRy, on trouverait aisemanl ee 
qui doit avoir lieu pour le cas d'une roue non-homogene dans la messe. Pour le 
cas de lTiomogcncile de masse, et dune \itesse angulaire constante on aura 

TT = 0, portaot AT= , Y = ä la fois, et la reaction «Finertie centrale est 
par conse'quent nulle. 

§.4. 

Si Ton cousidere quel'element courbe ds, rallonge' ou raecourei, ala\?lcur: 
a'd 4 =z a'hm Jcp , on obtient im med iatement : 

€/5=ö / Ä.r^p = K(Ä 2 ^-a , — 2äÄcos90^9=^ä+ö)J9.]/(i— ( ^^i .cos'^cp) . 

Si donc on pose cp = 180° — 2X, ou X = 9V — |cjp , FW^f = ^» V xe ^ on ^ a,sc 

commencer Iarc? avec l'anglecp, et que Ton remarque que pour <p = 0, X/=90 # f 
on obtient: 

j=-2(Ä+a) I dhVi} -t J sin 2 JL)=2(R+a) I . dxVa-<?siu i l-2){R+a) I dLV<l-Ain*l). 

t/90 •* */• 

Conccvons une ellipse (Fig. 4) ayant JR+a pour demi-grand axe, ±(jR— a) 
pour demi-petit axe, sclon que R — a > ou < f et partant (R + a)c , ou 
2.J/(A.a) pour distance du foyer au centre. Sur le grand-axe comnie diametre, 
de'crivons une circonlerence de cercle, et tirons sous un angle \q> avec le grand 
axe CA, un rayon Cp ä cette circonfe'rence. En abaissant de p une perpendicu- 
laire p P sur CA et qui coupe Fellipse aux deux points <u , /u? , on aura un arc 
dellipse /uA/u' ou IjuA qui est egal ä larc de cycloide raecouteie ou rallongee 
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qui correspond ä un angle au centre 9. U est digne de remarque que la rectifi- 
cation de l'une de ces courbes se reduise d'une fa<;on si simple ä Celle de l f autre. 
Concevons deux circonfe'rences de cercle, de rayons R , R\ respective- 
ment; et dans le plan de chacune d'elles un point ge'ne'rateur situe ä la meme di- 
stance du cenlre de son cercle: la longueur s de Tarc courLe decrit par le point 
ge'ne'rateur /? du cercle (ß) sera: 

s = 2(R + a) [E{o') - Epl)] 4 
tandis que Faxe decrit par le point ge'ne'rateur p y de (/£') aura la valeur 

s = 2(R' + «)[£'(•) - E{c\ x)]j 

• 

et les deux arcs ayant la meme origine et correspondants au meme angle variable 
2 = 90° — Jcp, seront entreux comme les distances R + a > R 4 -f- a, pourvu 

que les constantes c, c* soient egales, ce qui donne la condition : 

R (R + o) % ., n „ 

Ä /=== (Ä'n-a)' 5 ou a = }/(/?. Ä*). 

Ainsi le point gcue'rateur p, e'tant situe' a lexte'rieur du cercle R, ce qui suppose 
R <. R\ il faut que le point p 4 soit situe a l'inte'rieur de (R'), et que la distance 
de chacun au centre de son cercle correspondant, soit une moyenne proportion- 
nelle aux deux rayons: des lurs les arcs courbes decrits dans un meme Intervalle 
angulaire 9, sont entreux dans le rapport de R + a ä -R' -f- a ou de ]/R:yR\ 

§.5. 

Un the'orerne analogue ä celui enonce ä la (in du (§. 2) subsiste pour les 
epicycloi'des planes et les hypocyclo'ides rallonge'es et raecourcies. En effet consi- 
dc'rons, pour fixer les idc'es, le cas d'un cercle (R') de rayon C T $ exte'rieurement 
taugend ä un cercle (ixe (R) de rayon CT = R y sur lequel il doive rouler. Soit 
(Fig. 2) ^/Trlelement d epicycloide decrit par le point M, place a une distance du 
centre C egal a la longueur constante CM = a. En nommant dep la rotation 
inomentanee du centre C autour de C, pendant que (R') tourne sur lui-meme 
d'un angle dep', on a d'abord R'dcp' = Rdcp\ et rien n'empeche de conside'rer le 
cbemin Mit comme resultant des deux chemins partiels simultanes ou successifs 
Mq=CM.d<p, Mp=.C M.dyf = a . d<p', decrits autour des deux centres C, C 
respectivement. Le triangle /Zil/y donne en vertu de la relation qui lie dep 4 äf/cp: 

smnMq : sm(pMq-nMq) = CM . R : CM . R* . 
Mais les triangles CMT , CM Tdonnent de leur cöte: 

. sin TMC : sin CTM = R : CM 

sin C TM : sin CMT=CM:R 
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partant sin TMC: sin TMC s= CAf.Ä ; CJf .Ä' 

ou bien: sin TMC: sm(CMC— TMC) = sin/ZJ»; : sio(pMq-nMq), 

A A 

et comme par suite de la construction les deux angles pMq 9 CMC 4 sont egaux, 
il faut pour que cette proportion subsiste, que Ton ait: 

TMC^nMqi 

partant TÄT/Z = CMII + CMT — CM 77+ /Titfy = 90°. 

Il est donc demontre ainsi que Ja normale a la courbe raccuurcie ou rallonge'e 
passe par le point de contact actuel du cercle mobile avec le cercle fixe qui seit 
de base. 

T&imarque. Il nous ä paru d'autant plus ne'cessaire d'exposer cette de- 
monstration, que de certains auteurs commettent une erreur relativement h la di- 
rection de la normale ä la courbe rallongee et raecourcie. Apres avoir de'montr£ 
le cas pour Tepicycloide naturelle, ils admettent, en effet par une espece d'analo- 
gie peu fonde'e, que dans le cas general, la normale passe par le point de rencon- 
tre Xde la circonference (a) avec la ligne CC des centres; ce qui est une erreur 
provenant d'un de'faut d'examen attentif de la question. 

§. 6. 

Soit fx le point de rencontre de CM avec la circonference (if'). Si Ton 
mene de ce point au point de contact Tune droite /xT que Ton prolonge jusqu'i 
sa rencontre avec la circonference (Ä) au point S, on obtient un rayon CS, 
parallele ä CM. En tirant ensuite M T, prolonge' jusqn'ä sa rencontre avec CS 
au point O, et par o la droite ok parallele £ CM, on forme le paraIl£logramme 
fini OCMK; et cette construetion donne: 

Bf: R — TM: TO — CM: CO, 
de sorte que CO est une quatrieme proportionnelle aux trois lignes R\ R, CM* 
Mais eu ^gard h la relation de dep' avec dep, on de'duit du tri angle diffcrentiel 
Mllq: 

MlF = (c'M 2 .^ + CM* + 2CMX'M.^cosCMC^ 

— {CÜ 2 +CM 2 -2CMXO.cosOCM)d V 2 —OM^.d v \ 
partant MU — OM.dtp. 

Mais en designant pour un instant par dy 1'angle MTTI, ou la quaotite 
dont le point M tourne momentane'ment autour du point de contact T, on doit 
faire aussi: 
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Mn = MT.dy> 
ce qui donne: 

rfy = ^y,dfg) , dy:dtp = MOiMT, 

et comme la constraction etablie fournit imme'diatement la proportion 

MO:MT=R+R';R\ 
il en rtfsulte e'galement: dy = dtp = R+R':R = dtp+dtp':dtp, 

partant Jy = d<p+dtp* = — g — <fg» = — g — . dtp 4 . 

Ainsi, quelle que soit la position du point d£crivant M $ur le plan du 
cercle mobile, sa rotation re'sultante est la m&ne, et eile vaut la somrae des rota- 
tions partielles simultandes ou successwes autour des deux centres ou pöles C,C\ 
Pour le cas de Phypocyclo'ide rallonge'e ou raccourcie , on trouverait : 

dy= dtp + dtp' = — jgr- dtp = — gr— . dtp. 

En effet, quand on fait rouler le cercle (il') sur le cercle (R), (Fig. 3) 
dun arc TT 4 = Rdtp, le resultat du de'placement de chaque point M est le 
m&ne que si Ton faisait d'abord tourner (Ä') autour du centre de (R) d'un angle 
dtp % ce qui amene le point T de (Ä*) au point T 4 de (R), et qu'on fit tourner 
ensuite (R') sur son propre centre d'un angle dtp 4 donne par la condition: 

Rdtp' = Rdtp. 
Car on doit supposer ici dcp', dtp de sign es contraires, parceque si la rotation dtp 
a lieu par exemple de drohe ä gauche pour l'observateur fictif ayant l'oeil sur un 
axe normal en(C) au plan commun, il faut faire tourner le cercle (R 4 ) de gauche 
ä droite sur lui-meme, et d'un arc R'dtp'=. T&' pour amener le point &' de (ü') 
sur T 4 de (Ä), c'est-ä-dire pour produire le deplacement total qui re'sulte du 
roulement instantan^ de (R!) sur (jR). 

De plus, comme il est deja demontre ge'ne'ralement que la ligne TM est 
normale ä Mn, on peut prendre encore 

Mn=MT.dy. 
Mais en prolongeant TM jusqu'ä sa cencontre s avec (R), on peut remar- 
quer encore que les arcs TM, TS, renferroant les m&nes nombres de degre's, les 
rayons CS, GM sont paralleles. En prenant donc Mk = Cs, on forme encore 
le parall£logramme fini CMKS\ et comme on a maiotenant 

Mn* = Mp*-hM(j 2 -2Mp.M9.cosCMC', 
pourvu que Ton considere seulement Mp comme qaantite absolüe, on trouvera 
encore : 
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Mn =-Ms.rfg), 
et parsuite la nouvelle valeur de dy e'nonce'e ci-dessus. De la i! est permis Je 
conclure les propriettfs suivantes: 

1) Quand un cercle roule infimment peu sur un cercle fixe, ce mouvement de 
roulement est Fequivalent de deux mouveruents de rotation successif ou si- 
multanes autour des centres des deux ccrcles, et les valeurs de ces rotations 
sont inversement proportionnels aui rajrons des cerdes; 

2) Quand un corps invariable de figure, est anime de deux tnouvements de ro- 
tation autour daxes paralleles (C, C') t il se meut de la meiae raaniere que 
s'ii n'avait qu'un mouvement de rotation unique autour d'un axe parallele ä 
ceux-la. Pour obtenir la position de cet axe, il Taut diviser la distance des 
axes ou p61es partiels en parties inversement proportionnelles aux viteses 
angulaires partielles. La vitesse angulaire resultante , ou la rotation resul- 
tante, est egale a la somme algebrique des viteses ou rotations partielles. 

§. 7. 

L'analogie signalee plus haut pour la rectification de Farc de cycloide 
rallong^e et raecoureie, se maintient dans le cas actuel pour larc courbe decrit 
par un point exterieur ou interieur ä la circonference du cercle mobile. En effet» 
puisque Ion a (Fig. 4) ds=MH, ou ds=zMT.dy, et que le triangleTtfit/donne 

TM* — a 2 + R* — 2aRcosy', il vient: 

ds = ^^ d<p'.]/(<* + R*-%a Ä'cosy), 
et si Fon prend y' = 180°— 2 X* , (a-i-lM == c * f on aura: 

ds = -(^^.^(a+R^.dX.yCl-cUin^X) 

d ou s = y — g — j.arc/j.A/u\(Fig. 4). 

Les demi-axes de l'ellipse sont encore a+R', et ±(a — R*) 9 selon que 
a — R! > ou < 0. On peut dire encore que Faxe dVpicycloide raecoureie ou 
rallongee, e'tant reduit au prealable dans le rapport de R ä ß =4= R* f equivaut au 
double de Tarc dellipse commen^ant au sommet dugrand arc, et termine au point 
*dont les coordonnees sont a + R* • cos £<p* , a — R 4 . sin 39' . 
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§. 8. 
Epicycloidc sphirique, naturelle, rallongSe et raccourcie. 

Comme )a conside'ration du mouvement cyclo idal dans un plan, combine'e 
avec 1a loi primordiale de la compositum des mouvements, conduit par une vole 
simple et naturelle & la composition des rotations autour d'axes paralleles, et h sa 
r&iproque, on est necessairemcnt amentf & rechercher l'origine du principe de 
la composition des mouvements de Dotation autour de deux axes qui se coupent, 
dans le mouvement de roulement d'un cöne sur un cöne fixe. C est ce qui nous 
oblige de reprendre par quelques notions ge'omet riques , a la verit^ fort simples 
et mtoe un peu rebattues; mais la marche que nous croyons devoir suivre, se 
justifiera par les re'sultats memes auxquels nous parviendrons. 

Supposons q'un cercle mobile (R*) roule sur la circonference d'un ccrcle 
fixe (R) d apres la condition que I'angle A qui mesure l'inclinaison de leurs plans 
reste constant. La ligne courbe de'crite par un point quelconque du plan mobile 
sera generalement celle qu'on peut nommer epicycloide raccourcie ou raUongde, 
selon que le point decrivant est ä une distance a du centre mobile, plus grande 
ou plus petite que le rayon R! % Dans tous les cas la courbe ainsi decrite est sphc'-» 
rique, cest-ä-dire quelle a tous ses points e'galement e'Ioigne's d'un meme point 
fixe de Fespace. 

Soient (Fig. 5) C , C les centres des deux cercles, R , R 4 leurs rayons; 
aux centres elevons aux plans des cercles des perpendiculaires CK , CK qui 
se couperont en un point K. En nommant en effet T le point de contact ac- 
tuel de (jR)(-RQ, et tirant les diametres TCB , TCB\ on dctermine dans l'es- 
pace un plan B*TB normal ä &&', tangente commune aux deux cercles , et 
ligne d'intersection de leurs plans; «ce qui fait que CTO = A mesure leur in- 
clinaison mutuelle. Or en elevant daus le plan CTO ainsi de'termine, une droite 
pependiculaire ä TC, eile croisera &&' sous un angle droit, puisque celle-ci est 
normale au plan C TC. Cette droite est pardonsc'quent normale en C au plan 
de (.R), et se trouve parsuite identique avec laxe CK du cöne droit ayant CK) 
pour cercle de base. On verrait de m£me que la perpendiculaire elevce en (C) 
ACT co'incide avec Taxe CK du cdne droit ayant (JR') pour cercle de base; 
ainsi ces deux axes se trouvent dans le meme plan C 4 TC et se coupent par con- 
sequent en un point K, centre du cercle passant par B, T, Bf. 

Si Ton prend K pour sommet commun de deux cdnes droits de bases 
{R t Rf) et ayant une tangente commune KT, et quon fasse rouler le cdne (G'K) 
sur le cöne fixe (CK), chaque point du plan (22') de'crit encore la courbe de'fi- 
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nie plus haut, puisque dans ce roouvement Je plan de (JRf) ne cessera pas de se 
mouvoir d'apres )a condition pr&scrite. 

£tant donne's les rayons des cercles R , R' p et langle A de leurs plans: 
d&erminer les hauteurs H , H' des deux cdnes correspondants, et la longueur 
KT= L de leur gen^ratricc commune. On trouve aisement (Fig. 6.): 
H.$\nA=R'-Rco$A , H'.smA = R—R'co$A; 
L.sinA = {/(/P-t-fi*— 2JR21' . cosA). 

De la valeur de H' on conclut aisement, dans Fhypoth&e de R? < R que 
ccttc hauteur est toujours positive quel que soit A\ mais que la hauteur H est 
positive pour les valeurs de A comprises centre 180° et A\ A' rftant donne par 
la condition cos A' = R' : R, que // = pour A' = A, ce qui fait dege'ne'rer 
le cdne fixe en un plan ; et que H devient ne'gatif pour les valeurs de A com- 
prises entre A s et 0°. Dans l'hypothese de JR'>Ä, la hauteur H est toujours po- 
sitive; mais celle H! est positive entre les limites 180* et A" de A % -<4"etant donne 
par la condition cosA" = jR:JR'; eile est nulle pour A = A", et negative pour 
A < A" et > 0. Les limites A = 0, et 180° peuvent £tre exclues, comme Prä- 
sentant des cas de ja eXamine's. 

Dans le cas de H , H' positifs a la (bis, les deux cercles ou c6nes sont ex- 
t&ieurement tangents Tun ä l'autre» et les courbes de'crites seront extirieures ou 
raccourcies. 

Dans celui de H' positif et de H negativ, le sommet K tombe au dessous 
du plan de (Ä), et le cdne mobile roulera a Pinttfrieur du cdne fixe; ou bien le 
cercle mobile (R')<i(R) tournera a Knte'rieur d'un cercle fixe plus grand. Dans 
le cas de R'^R, de H' negatif et de H positif, les deux cercles se touchent aussi 
int&ieurement ; mais c'est le cdne le plus ouvert qui roulera sur l'autre. 

Les cas deA = A'eldeA = A" 9 sont aussi tres diffe'rents Tun de l'autre. 
Quand^ = ^'cest un cdne mobile qui roule sur un plan fixe; et quand^4=^4", 
cest au coptraire un plan circulaire tangent au cdne qui roulera autourdecelui-ci. 

On peut faire remarquer encore qu en nommant M le point decrivant, si- 
tu6 dans le plan du cercle mobile (R') t et tirant la droite KMs=sD, on forme un 
triangle KMQ qui dans son mouvement conserve les deux cdtes KG , MC de 
langle droit constants; ce qui fait que la courbe du point M se trouve en effet sur 
une sph^re de centre K et d'un rayon D qui a la valeur 

D = V(a\ sin % A + (R - R'cosAy) : sin A. 
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Seulement cetfe sphere est plus grande ou plus petite que celle sur laquelle est 
tracee lepicycloi'de naturelle, selon que a > ou < R\ c est-ä-dire selon que la 
courbe est raccourcie ou raüongie. 

Pour mieux fixer les ide'es nous raisonnerons dans ce qui suit, dans la sup- 
position de a>R f et d'un angle A obtus, ou du moins de H,H' positifs ä la fois. 

§. 10. 

On suppose que Ie cone mobile ait roule sur le cdne fixe d'une quantitä 
qui correspond ä un angle de rotation <p autour de Taxe fixe CR\ ce qui exige que 
la circonference (R*) ait deroule sur la circonference (R) un arc R' cp' = R . cp, 
ou que le cone mobile ait tourne sur son axe C'K d'un angle cp'. On demande de 
determiner la position actuelle du point decrivant et ses distances aux axes CK, 
C'K et a larete de contact TK, dans l'hypothese qu'ä l'origine du mouvement, 
il se soit trouve sur le rayon prolong^ C O, mene de C 4 au point d'attoucbement 
de (Ä') avec (R). 

Soit O (Fig. 6) ce dernier point. Par le centre C tirons sous un angle cp 
avec CO une drohe CT, ce qui de'termine T; par Tmenons TCW et sur la 
circonference (ß') prenons dans un sens convenabje un arc JR'y' ou T/u £gal h 
Tarc OT= Rcp. En prenant sur le rayon C'(jl prolonge une longueur C'M= a, 
on obtient la position du point M: de plus la distance normale MG etant con- 
stamment la meme, il reste ä determiner les perpendiculaires abaissees de M sur 
les axes CK , TK, savoir MX , MF. Or en tirant dans le plan (R*) une droite 
MV normale ä la droite TOB', ou obtient d'abord (Fig. 6.) 

MV 2 = MF 2 + TV 2 = a 2 sm y -*- (Ä'- acostp') 2 , 
et comrfie le plan GKCT ne cesse pas d etre a angle droit avec le plan TC'M 
qui est entraine avec M autour de OK, on aura aussi: 

MF=MTSmMTK=MT.V(l-cos 2 MtC.sm 2 CK^ 
pour KT = L\ ce qui donne: 

MF+y(a 2 +R n -2aR , coscp i ).y(l-^.sm 1 i ^ < 

Pour construire la distance MX h Taxe CA, on n'a pjus qua abaisser du point 
/^une perpendiculaire J^Xsur CK, et joindre les points MX; et comme on 
a (Fig. 6) : 

MFz= a.sing>' , VX — C'L'—VC'.cosA = R— R'cosA+acosy'.cosA, 
on obtient: 

MX -V(a\ sin V + (R+a cos g>' - JR'cos Af) . 

5* 



Oo trouverait aussi aisänent les coordonoe'es rectangles Ja poiot M, rapporte 
d abord aux axes TC , CJf et & une normale eo Caa plan KCT\ et ponr les 
avoir par rapport ä trois axes fixes & la fois, oa naurait plns qu'a passer de celles- 
tii aux axes CO , CK et ä une normale au plan de ceux-ci, 

$.11. 

Pendant que lexöne mobile ronle infiniment pen snr le cöne fixe» Taxe 
CK avec tout ce qu il entraine, toorne autour de CK d'un angle dtp t tandis que 
le point mobile M de'crit en ro£me temps snr laxe CK nn angle dqf et an arc 
ad<p'. Ainsi, en figurant par Mp # Mq les chemins partiels du point M autour 
des axes CK , CK, et dlriges suivant les tangentes en M aux circonferences 
(MC)(M X), on aura (Fig. 7.): 

Mp =5 a . d<p' , Af y =a Af X . dy = ilf X • ß • dy , 

11 s'agit de trouver la direction et la grandeur du chemin r&ultant unique 
M II diagonale du parallelogramme elementaire construit sur (Mp,Mq). On peut 
faire observer (Fabord que la premi&re Mp etant dirigee suivant la tangente a la 
circonference (MC), la droite JT Afest ä angle droit avec Mp, partant que la 
drohe Mp, normale h MK , MC, Fest parconse'quent aussi au plan KMC. 
De m£me la droite Mq est normale au plan KMCX\ de plus les trois points 
K % M,T determinent un plan intermediaire KMT dont la position doit £tre liee 
h la direction du chemin r&ultant Mn. 

D abord le triangle Mp n donne : 

Mp : Mq ou a : MX • ^ = s\n(qMp — II Mp) : smüMp; 9 
ou bien, en remarquant que langle qMp mesure l'inclinaison r\ des deox plans 

KMC, KMCi 

a : MX . -= = *in(ti—nMp) : sin UMp . 

Mais en concevant autour du centre K une sphere de rayon 1, on voit que 
les trois plans dont il s'agit, la coupent suivant des arcs de grand cercle XY 9 

YZ , Yu qui mesurent les angles MKC , MKC , MKT\ et 1 arc jrz, 
troisi&me cot6 du triangle sph&ique xyz, mesure langle CKC; de plus 1 angle 
spWrique en y est rfgal ä l'inclination di&dre tj. Or la figure sph&ique donne: 

%muz :smuy = siazyu: sin* , 

sinuyisinux = siox : sinxyu, 
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dooc sin uz : smux = sinx.sinzyt* : sinz. sinxyu 

= sinzy.sinzyu : sin^y.sinxy u 

= slnMKCsmzyu : sin ilfÄTC* sin a?/ii 

= a«sinz/i*:ilf.X'.sin(tf — *yu) , 

et puisqu'oti a sin uz = ^y , sinuo? = -gr^ , il vicnt: 

R-.R = a.sinzyu : MX. sin (y — zyu)< 
En combinant convenablement celte proportion avec la premiere, on obtient 

cette autre: 

A Ä . A • A 

sin(tf — TIMp) sin : IlMp = sin (n — zy u) : sinzjr u, 

et celle -ci d&nontre que 1'angle zyu qui mestrre rinclioaison du plan KMT sur 
le plan KMC, est egal ä 1'angle de MU avec Mp. Puisque donc cette derniere 
ligne est normale au plan KMC, il faut que MU, de'jä perpendiculaire ä l'inter- 
section KM 4 (puisqu'il se trouve dans le plan qMp\ soit de son cöte normal au 
plan KMT. 

Nous voilä donc parvenu ä cette propriete que nous ne sachions pas en- 
core avoic 4te etablie ni demontree dfune maniere generale : 

Quand une cörie roule sur un autre cönefixe, un poinl quelconque, 
invariablement US au cöne mobile, et partant eniraind avec lud, äicrit 
pendant thaque instant un chemin eirtuel, normal au plan que diler- 
minent la position actuelle du point mobile e\ tarile de contact actuellt 
des deux cönes. 

§. 12. 

Puisqu'il est reconnu ainsi, que le mouvement resultant et momentane du 
point ge'ne'rateur se fait normalement au plan MKT, on peut admettre, du moins 
pour ce point, qu'il tourne autour de laxe instantane KT, et faire en conse- 
quence : 

Mn=MF.dX; 

dX marquant langte de rotation correspondant Mais on a d'un autre cote: 

Mi? = a\d<p n + MX*.d<p % + 2a.MX.cosy.d<p,d<p i 

o*MF % .dX % = (a^+MXt+Za.Jz.MX.cos^dy* . 
En posant donc pour abr^ger les r&hictiooi: 
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Ä A 

zyx = v , uyx — rf 9 uyz = n " , v ' + v " = v , 
CKT = a f CKT=a\ CKC = a + a\ 
on obtient, eu e'gard h la proportion du (§. 11): 

^ v R sin 17" sin« sin if' 

1*1 IL SS C n> . " /• SS £2 . ""- . "s T . 

K sim/ " • sin« • sinif » 

partant MF>.df= ^■■^ü(l + ^+2cos v .^) d V \ 

et parsuite, en vertu de $/' = ^ — j^': 

-.«, . /sinax sinn 

En substituant pour MF\* valeur D sin.uy, et pour a celle D.sinyz, on a: 

smuy.sinv .ah ss ^^7. sinyz.sin?7.ag). 

La figure spbe'rique xyz donne (Tailleurs: 

sin yz . sin V =- sin x . sin x z ss sin x. sin (a + a') , 

„ , , , sinn y.sini/ ,. sin« , 

d ou resulte : — ^^ — , ah = -jgjy . sin (a+a'). rfy, 

et comme on a aussi: 

. , . . sinuy,sini/ 
sm x : sin u y = sm 17 : sin ux ou sm a ss — -r- f 

•^ sin x ^ 

on obtient finalement: 

.. sinCa + o 7 ) , sin(a + a') _ 

dX = sin«' - J ^= sin« - rf 9>- 

On voit par la que quelle que soit la position du point de'crivant, invaria- 
blement lie au cöne mobile, sa rotation instantanee autour de Färbte de contact 
avec le cöne fixe, reste la m&ne, et quelle de'pend uniquement de chaque rotation 
partielle et des deux ouvertures angulaires des cdnes. De plus, la loi de la rotation 
resultante en fonction des rotations partielles et des angles de leurs axes et de 
ceux qu'ils .forment avec Taxe resultant, est absolument la meme que celle de la 
composition de deux forces h directions concourantes. 

Laxe resultant KT divise en effet Tangle total a+a' = 180° — ^ des 
deux axes KC , KC 4 en deux parties angulaires dont les sinus sont inversement 
aux vitesses ou rotations angulaires partielles, cense'es donne'es; car on a: 

sin a: sin a' = R:R' ="^7 : j? ss dtp':dcp. 

Ensuile la vitesse angulaire resultante est a la vitesse angulaire autour du pre- 
mier axe partiel, comme le sinus de langte entre les deux axes partiels est au si- 
nus de langte de Taxe resultant avec lc secönd axe partiel. 
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Autrement da: La diagonale du parallelogramme construit sur les deux 
axes partiels sur lesquels on prend des longueurs egales aux vitesses angulaires 
correspondantes, represente par sa longueur la vitesse angulaire r&ultante, et par 
sa direction Celle de laxe re'suhant. 

En concevant d'apres cela qu'on fasse tourner un corps solide successive- 

ment ou simultane'ment autour de n axes KC X% KC% 9 KC 9 KjC, avec de vi- 

tesses angulaires Si t , ü^ y &• <&•» tout ce passe de la m£me rnaniere, quantau 

re'sultat du deplacement final produit, que si le solide tournait instantanement 
autour dun axe unique en K d'une certaine direction KM, et avec une certaine 
vitesse angulaire 42. 

Quant ä la direction K X M, on Fobtient en portant sur KC X une Ion* 
gueur KC X — <ßi> sur KC* une longueur KC % = Sl%, ... sur KC 9 une longueur 
KC n = Sl u , et tirant par K au centre M x des moyennes distances des n extremi- 

te's C lt C, C n une droite ind&inie qui marquera la position de laxe re'sultant, 

la vitesse angulaire re'sultante 42 sera repre'sente'e par n fois la distance du pointAT 
au centre M x :Si = n.KM l9 et la rotation instantanee r&ultante sera n.KM x .(lt, 
autour de laxe KM X . 

§. 13. 

Quant ä la valeur du chemin absolu ds = Mx = MF.dX, il convient 
de s'y arrlter un instant, eu e'gard a ce qui a Heu pour le cas des cyclo'ides planes. 
Or les valeurs de MF(§. 10) et de d% ($. 12) donneront imme'diatement : 

ds = ?! ^^^d^.y[(a i +R % -2aR i cos rfCl-nn V.a'n'irf] • 

2a R' 
ou en prenant : at + Rf* = P* > * 51 ° * a ' = 9* : 

Multipliant et divisant le second membre par la quantitä radicale, et prenant 
tangs9 — x * °o voit bien que la recherche de s est r^duite aux trois fonctions 
elliptiques ä les fois. Mais il doit y avoir une marche de transformation plus sim- 
ple, et de certains cas particuliers encore e'tendus oü cette reduction se ramene a 
lune seulement de ces fonctiotis 

Dans le cas tout special de l'epicycloide naturelle, on a, en prenant 
sin 5 9' sss a^sina' = q': 
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et 

* fina 




2S -^r^^w^w-^f^- »)L*ÖSa^p=ÖB . 

Cette rectification se trouve effectule aussi dan$ l'ouvrage de Mr. Eytelcocin. 
(Statik fester Korper. Tome III). 

Poor le cas de -4 = 180*, la transformatioo qui substitue sina, «na' ( 

anx quantite's R, R' f devient illusoire puisqu'alors a = t o! = 0. Poor le 

*** <fe f~^n*\% — «o 4 a' f on obtient: 



(^i^ 



5^''50 = ^^-«Va'.sin'Jg/). 



§. 14. 

Tout mouveroeot virtuel de roulement cTune courbe plane sur une autre 
courbe plane 9 n'est autre quune rotation instantane'e des divers points du plan 
de la premiere courbe, autour de son point de contact actuel avec la seconde 
courbe. Tout se passe en effet de la tneme maniere que si les cercles oscula* 
teurs des deux courbes, relatifs ä ce point de contact, roulaient infiniment peu 
Tun sur l'autre. 

On conejoit aise'ment ce qui a Heu quand les deux courbes sont dans des 
plans differents ; et ce qui doit arriver quand une courbe a double courbure (O) 
doit rouler sur une courbe (C) de cette espece, d apres la condition que langte 
des plans osculateurs, relatifs au point de contact, ne change pas. Tout se pas- 
sera encore de la mime maniere pendant un instant, que si le cercle osculateur 
de (C) roulait sur celui de la courbe (C). Ainsi, en cherchant le point de ren- 
contre K des deux perpendiculaires aux centres des plans de ces cercles, on aura 
KT pour la direction de Taxe re'sultant et pour Tarnte de contact des deux cönes 
correspondants. 

Nous ferons remarquer finalement, que le principe de la compositum des 
moovements de rotation etant une fois e'tabli, on en peut deduire aisement toute 
la theorie des mouvements infiniment petits des figures planes dans leurs plans, et 
des corps solides pourvus d'un point (ixe ou enticrement libres. A cet effet on n'a 
qua reduire le deplacemcnt dans un plan a un mouvement de transport et h 
une rotation ele'mentaire, ce qui dapres le (§. 2) se reduit ä une rotation unique. 
Dans 1'espace une reduetion analogue a Heu; car quand le solide est pourvu (Tun 
point fixe, tout deplacemcnt possible est effectue par deux rotations successives 
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oti simultan&s; et quand le solide est libre, on peat commencer par operer la 
superposition de deux points homologues quelconques (0,0') du solide pris dans 
deux positions infiniment voisines, en )ui impriinant un simple raouvement de 
transport, egal et parallele pour tous ses points a la ligne oo'\ le reste s'achevera 
comme pour le cas d un point fixe dans le solide. 

Nota. Des d^veloppements plus &endus sur cette raatiere nous pa- 
raissent superflus, d'autant plus qu'elle a tfte envisag^e assez recemment par divers 
ge'ometres, et que nous favons cfgalement touch^e drfji dans un memoire de 1848 
destine au present Journal. Mais ä ce qui pre'cede, nous croyons devoir ajouter 
uo dernier paragraphe, oii nous exposerons une autre me'thode dfeovisager la 
question des rotations coocourantes ; me'thode düe 1 Mr. E. Bwer, notre ami et 
ancien eleve de fe'cole militaire. 



$. 15. 

Soit un point P assujetti i tourner 1 la fois autour de deux axes de rotation 
AC $ AC (Fig.8.) qui se coupent enA, avec des vitesses angulaires o*,w'. Si nous 
abaissons Pp perpendiculairement au plan des axes, pC, pO f et pcrpendiculaire- 
ment & ces lignes^C^O: les plansPCp, POp se'ront perpendiculaires aux axes 
de -rotation, et CP § OP seront les rayons des arcs infiniment petita t parcourus 
par P autour de AC 9 AG, dans un temps du Soient PM, PM* ces arcs, se 
confoodant avec leurs tangentes, et perpendiculaires a CP, CP. Dapris la loi 
de compositum des mouvements rectilignes, le poiot P d&rira ^videroment dans 
le temps dt la diagonale PN du parallelogramroe MPM*JV. 

Projetons maintenant les points M, Af, N sur le plan des axes en m 9 m\n: 
nous formerons un nouveau parallilogramme mprrin dont la diagonale /w sera 
la projection de PJV\ et si nous menoos AO, perpendiculaire 1 pn dans le plan 
horizontal des axes, cette ligne sera perpendiculaire au plan projetant vertical 
NPpn. La sph£re qui aurait A pour centre et AP pour rayon, serait couptfe 
par les plana PGp % POp, POp suivant trois petita cercles de centres Q C, O, 
respectivement. Les 4l<?ments PM, PM\ faisant partie de deux de ces cercles, 
determinent donc un plan tangent h la sph&re t et par suite leltfment PN, situe & 
la fois dans ce plan tangent MPM'N et dans le plan Pop du petit cercle de 
centre O, fait partie de ce petit cercle. Donc le chemin r&ullant /West un 
arc de cercle d&rit autour «Tun axe AO avec uo rayon OP\ d&ignons par Si 
la vitesse aogulaire de cette nouvelle rotation. 

Crelkt Jwaal f. d. ■. W. XLVI. Bsfll. 
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Les cbemins angalaires dc'crits par P autour des trois axes daos le temps 
dt &ant U)dt 9 ufdt, et Sl.dt, les chemins absolus seront: 

PM = u)dt.PC ; PM* = ofdt.PC ; PN=Ü.dt.PO. 
La projccl Jon de PM est 4videmment : 

pm = PMcos(PM A ,pm) — PMnn(CP A pm) = udt.PC.sinPCp = tadi.Pp. 
Oo troave de m&ne : 

prri = w'dt.Pp ; pn=Sidt.Pp 

Portons snr J C une longuear ^4Q = co, et achevons le parallelogramme 
A Q TQf. D'apres les constructions faites, les triangles AQT, pmn* ont leurs 
cöte's perpendiculaires chacun-ä-chacun, et sont semblables; od a ainsi: 

QT: A T— mn : pn } ou A Q? : AT= w' :Si 
et AQ:AT=pm:pn, ou AQ : A T = gü :ß f 

ce qui nous montre que 47*= ß, et AQ* = w'. On en conclut que laxe 
AOT coTncide avec la diagonale da parallelogramme constroit snr les axes 
AC f AC\ avec des longueurs gü, co'; quensuite la direction de cet axe 9 e'lant donc 
indifpendante de la position particuliere du point P i 9 ainsi que la vitesse angulaire 
Sit cet axe et cette vitesse sont les m£mes pour tous les points mobiles , assu jettis 
au m£me double mouvement; donc ou.... etc. 

Bruxelles, ce 1 Juin 1851. 
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3. 

Note sur le §. 6 du memoire No. 9. ins£r£ dans le 

tome 43 de ce Journal. 

(Par Mr. Stächen, professeur & l'äcole milit. & Broxelles.) 



Uans la rimarque II du $* cäS j'ai admis que les formules qui donnent Ja di- 
rection de 1 axe d'c'branlement du solide, conservent la m£me forme simple qu'el- 
les ont pour les axes permanents du poiot fixe (O), alors meme qu'on passe ä 
dautres axes rectangles quelconques Ox 4 , Oy 4 > OzS. 

Cette assertion n'est pas exacte. Ne'anmoins il existe outre le centre de 
percujsion donn^ par la theorie ordinaire, une autre Solution de la question que 
le §. 6 ne fournit que par le moyen de certaiues modifications que je vais in- 
diquer. 

C v B* l9 A\ f e'tant toujours les angles de Taxe d'e'branl erneut OK avec des 

axes rectangles arbitraires {Ox 4 i Oy , 9 Oz 4 ), et J| la rotation resultante; dip' , du, 

dqf se% composantes autour de ces axes. Posons, pour abreger l'e'criture: 

2<*| 2dy>' 2rf*/ 2d<p* 

et nous aurons (page 187) pour les composantes rectangles au point (x 4 ,y',z/) 
de la roolecule dm, provenant de sa re'action d'inertie, les valeurs suivantes: 

d.üx* = <»> 4 .z 4 dm — <p 4 .y 4 dm, 
d.Hj» = cp 4 .x 4 dm — ib'.z 4 dm, 
d.n* = i\> 4 .y 4 dm — <» 4 .x 4 dm. 
De lä on conclut aisement que le moment dll^y* — dn^x' de cette force «3e- 
meotaire a la valeur autour de Taxe Oz': 

»'.y'z 4 dm — <p 4 (y n ■+■ x A )dm ■+■ ip'x'z'dm; 
ce qui donne pour la somme des moments des r&ctions d'inertie autour de Faxe 
Ol 4 la valeur suivante: 

g&„ = Vjtfx'z'dm + » 4 fy 4 2?dm — <p'f(y A ■+■ x")dm . 

6* 
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Si donc on d&igne par A? f V t C les moments d'inertie da solide, rela- 
tiff & Oaf , Oy f Oz\ et que Ton fasse en outre 

/afy'dm = £ , fy*z!dm = A , Jz'afdm = Ar , 
on obtiendra pour les valeurs des moments des rcactions autour des axes Ol'* 
Oxf p Oy , les formules: 

Or puisqu'il y a ^quilibre eotre Factioo et les rcactions d'inertie tangen- 
tielles (car les r&ctions d'inertie normales n'existent pas encore pendant ('instant 
da mouvement naissant, ou sont du moins insensibles): il faut que la somme des 
moments de ces forces autour de cbaque axe coordonne en (O), soit nulle. Cela 
donne les cfquations ne'cessaires et süffisantes: 

ou bien 

(1.) A'ip—guf—kjtf = A' , B*.tf-h.<p'-g^>' = M* , CV-Axp'-W = L\ 

et l'int^gration donne imm<?diatement pour les comßosantes totales des forces 

d'inertie elles - m&nes : 

(2.) Hg» = (M>'./uuzi—qS./i.y i ; U y =s cp'./xurl— t|/./i.zi ; n* = ^/Aji— «V^tJ, 

/u exprime la masse du solide, et x\y\zi sont les coordonnees du centre d'inertie 

i l'instant de Pe'branlemeot. 

On voit sur le cbamp par les formules (I) que Ton peut seulement avoir: 

2dxp _ N 2rf* _ M SWy _ L 



quand les axes coordonn& coincident avec les axes permancnts en (O) pour les- 
quels les lettres ooo-accentuees ont la mime signification que lesaccentue'es, par 
rapport aux trois axes (Ox* , Oy' , Oz% et des lors seulement aussi les formu- 
les (2) donoeraient: 

M L 

n m — ~ß*t xz \~Q*t it yi • n? — • n* ss 

Si donc il y a en dehors de la Solution de la throne ordinaire, une autre 
Solution encore, il faut que l'analyse precedente, expimant le tout sous une forme 
g&ie'rale, la fournisse. Or en nommant P la force agissante et {<* 9 ß 9 y) sa direc- 
tum, il faut d'abord que Ton ait: 

2Zy + Pa = , n r +P.ß = o , n* + P.y = o 

afin d'avoir une percussion nulle sur le point fixe (O); car Taxe d'e'branlement 
ne saurait souffrir tfvidemment d'aotre effort qu en ce point Mais nous voyotis 
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qu'en dirigeant les axes (Oac* $ Oy\ Oz') rest£s jusqu'ici arbitraires, le premier 
suivaot Taxe 07, qui Joint le point fixe au centre /, et les deux autre d'abord dans 
le plan normal f on obtient yj = , z[ = 0, partant ZT*« = 0: et de \h re- 
aulte Pa = 0, ou a = 0; ce qui prouve que la force P doit croiser la ligne 
O/sous an angle droit« Si donc on cboisit laxe Oy* parallele & la ligne de P, 
on obtient en outre ß = 1 , y = 0; partant: 

P + n y *=0 , etn^ — 0. 

Substituant dans cei expressions les valeurs de lly f H* donnrfes par les formules 
(2), dans l'hypotbdse de^J = z x =s 0, on en d&luit: 

(a.) P + y i fi.x l = i) f et w' = . 

En outre la m£me disposition des axes coordonnes, donne, en nommant 
(a,£,c)ou siroplement {a 9 c) les coordonn&s du point d'äpplication dela force P: 
L'=P(a.b-ß.a)=-Pa , N'=zP(ß<>-yb)=P.C , M* =P(ya-ar)=0; 
ainsi aux deux eonditions (a) il faut joiudre cette trolsieme: 

(b.) M* = . 

Par cette derni&re (b) et la derntöre (a) les equations (I) deviennent: 

(c.) A'^—hf = P.c , A.y'-*-^if/ = , C'.g>'-*.i{/ = -P.a 
Les deux dernidres donneront les valeurs 

Pag ., P-«-A M J^WHh*2 

ip' h g 

COS C a s=s |T =: y^».^ , COS^ = — yy^ , cosB^ cb a/ : |* = . 

En substituant \t% valeurs da q>' , *f/ dans la premtere (C), on obtient entre a et 
c la condition : 

(<L) (CT* + A.*).c- {Ah +gk)a = . 

Enfin portant dans la premidre (a) la valeur de g>', on en tire: 

car labscisse */ est cfvidemment mesur^e par la droite 07. Ainsi donc, pour 
avoir un effort d'action et de rtaction nul sur le point fixe donne» il Taut faire 
agir la force suivaot une direction qui croise Taxe Ol sous un angle droit; ce qui 
revient ä la diriger normalement & un plan quelconque P mene suivant la droite 
OL En nommant Oy' la normale en (O) & ce plan P, et Oz' un axe siturf dans 

P et rectangle avec Ol, on ^valuera les quantites g zszjx'y'dm'h^z ,£=... 

relatives ä ces axes; on calculera ensuite A 1 , C par la r£gle connue, et par les 
formules (e) on obtient enfin les coordonn&s (a, c) du centre de percussion dans 
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le plan P, oü il faut faire agir la force pour avoir une secousse absolument nulle 
sur Taxe et sur le point (ixe donne. Ces conditions &ant satisfaites» on voit que 
Taxe dVbranlement est toujours situe dans le plan P auquel la force est perpen- 
diculaire. 

Enfin pour prouver par une simple verification que la Solution nouvelle 
differe essenliellement de celle de la throne ordinaire, quoique dans fune comme 
dans Pautre la force doive agir suivant une direction perpendiculaire au plan 
central mene par Taxe de rotation , il sufiit de conside'rer que dans le cas actuel 
laxe OH du moment principal de la force fait avec les axes coordonn& Ox\Oz 4 
des angles de cosinus c:|/(a 2 + c 2 ) , et — a:]/(o a -f- c 2 ), tandis que Faxe OK fait 
avec ces axes des cosinus d'angle h:Y(g* + h*) 9 — tf-'V^ + A 2 ), de sorte que 
les deux droites OH , OK n'ont en ge'ne'ral que le seul point (O) de coramun; 
mais dans la Solution ordinaire eile co'incident ensemble, et forment un axe per* 
manent du solide au point fixe. 

Si Ton resout les equations (1) par rapport aux quantite's oj>' , oo' , <j/, on 
trouve : 

'T = A'ffC-Ah* - &k* - Cg* - 2*** ' w — ' 9 = 

Mais on peut äussi d un autre cote obtenir ces me'mes quantite's a 1 aide de Celles 

a|) = -^ , u)=Zß , cp = ^, et du principe de la composition des« rotations 

rectangulaires. En egalant ainsi ces doubles valeurs de chaque quantite'tj/, co', cp\ 
on obtiendrait trois equations de condition generales entre A , B 9 C 9 A* ,&,&, 
g 9 Ä, k 9 JV, M 9 L, et neuf coefficients de direction, lesquelles devraient subsister 
pour des valeurs quelconques des moments IV,M,L; et par lä on pourrait £tre 
ramene a la the'orie des axes perroanents de rotation des solides. 

Bruxelles ce 27 avril 1852. 
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4. 

Beitrag zur Theorie der Bewegung der Räder 
fuhrwerke, mit Inbegriff der DampfWagen. 

(Von Herrn J. P. G. v. Hern, KönigL würtemb. Oberstlieutenant a. D.) 



Vorwort« 



Obgleich das Räderfahrwerk unstreitig zu den ältesten, gemeinnutzigsten und im 
allgemeinsten Gebrauche befindlichen Maschinen gehört, ist die Theorie desselben und 
seiner Bewegung, wie kaum in Abrede zu stellen sein wird, im Ganzen nur auf einer 
niedrigen Stufe der Entwicklung geblieben: einerseits vielleicht deshalb, weil den Ge- 
lehrten vom Fache der Gegenstand zu geringfügig schien, um ihre Aufmerksamkeit 
und Thätigkeit in Anspruch zu nehmen: andererseits aber auch, weil die Theorie der 
Bewegung der Fuhrwerke ihren Untersuchungen, sofern es sich von stetiger Bewegung 
handelt, die Voraussetzung einer Bahn von gleichförmiger und regelmässiger Beschaffenheit 
zum Grunde zu legen hat: eine Voraussetzung, welche in der Wirklichkeit nur selten zu- 
trifft und daher einen unmittelbaren Nutzen dieser Untersuchungen weniger anschaulich 
macht. 

Seitdem jedoch das Fuhrwerk im Damgfwagen einen mächtigen Berufsgenossen 
gefunden hat, für welchen eigene Kunststrassen in immer sich erweiternder Ausdehnung 
gebaut werden, dürften sich diese, der Ausbildung jener Theorie entgegenstehenden Ver- 
hältnisse geändert haben. Denn nicht nur ist die genannte Beschaffenheit für diese Bahnen 
ein unerlässliches Erfordernis, wenn sie ihren Zweck erfüllen sollen, sondern bei der 
unermesslichen Bedeutsamkeit, welche die neueren Verkehrsmittel für die Interessen der 
Völker schon gewonnen haben und immer mehr gewinnen, werden gewiss auch die Ge- 
setze der Bewegung des Räderfuhrwerks eine etwas nähere theoretische Beleuchtung 
wohl verdienen. 

Soll die eigentümliche Natur der Bewegung des Räderfuhrwerks eine befirie- 

rationelle Erklärung finden, soll die Wechselwirkung zwischen den Kräften 
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und Widerstanden, von denen die Bewegung abhangt, genügend erläutert und so manche, 
diese Bewegung beireffende, in der Praxis sich darbietende Frage richtig beantwortet 
werden; so kann Dies nur dadurch geschehen, dass die allgemeinen Grundsätze der 
Dynamik auf das im Zustande der Bewegung betrachtete Fuhrwerk angewendet und de 
hieraus sich ergebenden Folgerungen durch einen gründlichen Calcul entwickelt werden. 

Neben dem rühmlichen Streben nach nützlichen Erfindungen und ihrer Anwen- 
dung Huf das Leben bleibt für die höheren Interessen der Völker noch ein Anderes 
zu wünschen, nämlich der Fortbau der Wissenschaft, ein unablässig tieferes Bindringen in 
die Heüigthümer der unumstösslichen Grundwahrheiten und die fortschreitende Erkenntniss 
Dessen, was aus dem Gegebenen und Erforschten mit Notwendigkeit weiter folgt. 
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rite Ibtheilnng. 

Die dynamischen Verhältnisse der Räderfahrwerke. 

Einleitende Betrachtungen. 
§. l. 

Die gemeinschaftliche Bestimmung der Schleifen und der Fuhrwerke mit 
Rädern ist, Lasten auf der Erde fortzuschaffen. 

Die Bewegung der Schleifen ist einfach fortschreitend Die beiden sich 
berührenden Flächen, der Schleife und des Bodens, gleiten über einander hin» 
so dass alle Theile der Schleife und der Last, nach Länge und Richtung, den 
gleichen Weg zurücklegen. Eine nähere Erörterung dieser Art von Bewegung 
ist nicht Gegenstand der vorliegenden Aufgabe. 

Die Bewegung eines Fuhrccerks ist aus der fortschreitenden Bewegung, 
welche allen seinen Theilen und der Last gemein ist, und der umdrehenden 
der Räder zusammengesetzt. Sie ist insbesondere rollend, wenn die lineare Um- 
drehungsgeschwindigkeit des Punct für Punct mit dem Boden in Berührung tre- 
tenden Kreis -Umfanges der Räder eben so gr/m ist, als die fortschreitende Ge- 
schwindigkeit des Fuhrwerks; d. h wenn das Fuhrwerk während jedes Umlaufs 
der Räder einen Weg zurücklegt, der dem abgewickelten äussern Kreis-Umfange 
derselben an Länge gleich ist. Sie ist dagegen theilweise gleitend, wenn die Um- 
drehungsgeschwindigkeit desRäder-Umfanges kleiner oder grosser ist, als die fort- 
schreitende Geschwindigkeit Ses Fuhrwerks; und ganz gleitend 9 wenn entweder 
die umdrehende, oder die fortschreitende Geschwindigkeit Null ist 

Bei der rollenden Bewegung beschreibt jeder Punct des Kreis -Urnfanges 
eines Rades, von einer Berührung des Bodens zur andern, eine Radlinie (Cy- 
cloide). Die mit der Bahn parallele Geschwindigkeit des Puncts ist im Augen- 
blicke der Berührung gleich Null, nämlich die fortschreitende Geschwindigkeit 
desselben ist seiner linearen Umdrehungsgeschwindigkeit gleich und gerade entge- 
gengesetzt, und die Richtung seiner absoluten Bewegung steht in demselben Au- 
genblicke, in welchem er vom Niedergehen zum Aufsteigen übergeht, senkrecht 
auf der Bahn des Fuhrwerks. 

Crell«'f Journal f. d. M. Bd. XLVL Heft 1, 7 
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§•2. 

Wird der Druck, den das Rad auf den Boden ausübt, mit N bezeichnet, 
und ist /der Coefficient der Reibung zwischen den Flachen des Rad-Umfanges 
und des Bodens, so drückt das Product/TVden Widerstand aus, den die Rei- 
bung des Bodens der gleitenden Bewegung des Rades entgegensetzt : eine Kraft; 
welche am Umfange des Rades wirkt, und deren Richtung jener der fortschrei- 
tenden Bewegung des Puncts, in welchem das Rad den Boden berührt, gerade 
entgegengesetzt ist. 

Zur Hervorbringung der rollenden Umdrehung des Rades ist aber eine 
(im Folgenden näher zu ermittelnde) bestimmte Kraft R nothig, welche man eben- 
falls an dem Puncte des Rad-Umfanges, in welchem derselbe den Boden berührt, 
und nach derselben Richtung wie der Widerstand fN angebracht, sich vorzu- 
stellen hat 

Ist nun/W -< JR, so muss die Bewegung, wenigstens t heil weise, gleitend 
sein, und fN tritt ganz in Wirksamkeit. Ist dagegen /7K > Ä, so kann nur eine 
rollende Bewegung entstehen, und nur R in Thätigkeit kommen. Denn gesetzt 
es wäre möglich, dass ein grosserer Theil von fN als R zur Umdrehung des Ra- 
des angewendet oder eine schnellere Umdrehung desselben als die rollende her- 
vorgebracht würde» so roüsste ebenfalls ein Gleiten des Rades entstehen ; aber so, 
dass der Widerstand fN, nach der Richtung der fortschreitenden Bewegung, 
dem der Kraft R entgegen wirksam würde ; wodurch augenblicklich die Umdre- 
hung des Rades verzögert , die fortschreitende Bewegung dagegen beschleunigt 
und die rollende Bewegung wieder hergestellt wferden würde. 

Es folgt hieraus, dass die rollende Bewegung des Fuhrwerks, wenn sie 
möglich ist, sieh von selbst erhält, dass aber zu dieser Möglichkeit ein gewisses 
Maat der Reibung, oder von fN f notbwendig ist. 

$.3. 

Die Fuhrwerke sind theils zweirädrig, theils vierrädrig. Je zwei Räder 
haben gewöhnlich eine gemeinschaftliche Achse. 

Da beim zweirädrigen Fuhrwerk der Schwerpunct nicht dauernd von der 
Achse allein getragen werden kann, so bedarf es noch einer weitern Unterstützung, 
welche es meistens an der vordem Seite erhält, wo die Zugkraft angebracht 
wird. 
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Ein vierrädriges Fuhrwerk bestebt aus zwei Gestellen mit je einem Räder- 
paare : dem Vordergestell und dem Hintergestell« Die beiden Gestelle sind ent- 
weder fest unter sich verbunden, so dass der Körper des Fuhrwerks nur ein ein- 
ziges, von den Radern getragenes System bildet, oder sie hangen durch eine Art 
von Gelenk unter sich zusammen, so dass dass Vordergestell, wie ein zweirädriges 
Fuhrwerk, auf der vordem Seite der Räder noch eine weitere Unterstützung nö- 
thig hat. Man wird hiernach vierrädrige Fuhrwerke erster und zweiter Art zu 
unterscheiden haben* 

§.4 

Nach Maasgabe des vorgesteckten Zieles , die Gesetze der Bewegung der 
Fuhrwerke auf regelmässiger Bahn, wie sie aus der Einrichtung und Zusammen- 
setzung derselben folgen, aus den allgemeinen Grundsätzen der Dynamik abzu- 
leiten, wird man als wirkende Kräfte die Zugkraft, die Schwerkraft und den Wi- 
derstand der Reibung zwischen den Achsen und ihren Lagern , so wie jenen zwi- 
schen den Rädern und dem Boden , in Betracht zu ziehen haben , und um die 
Losung der Aufgabe zu vereinfachen und überhaupt möglich zu machen, von an- 
dern, zufällig, wenn auch häufig eintretenden Einwirkungen hier absehen und 
voraussetzen müssen, die Kräfte und Widerstände, von denen die Bewegung ab- 
hangt, befinden sich in einer und derselben, das Ganze des Fuhrwerks in zwei 
symmetrische Hälften theilenden, verticalen Ebene, für welche die verticale 
Ebene, die, senkrecht auf den Achsen, deren Länge in zwei gleiche Theile theilt, 
genommen werden kann. Es wird ferner vorausgesetzt werden müssen» die Bahn, 
auf der das Fuhrwerk sich bewegt, sei vollkommen fest und eben« so dass weder 
Eindrücke noch Erschütterungen Statt finden, und dass sie von jener verticalen 
Ebene in einer geraden Linie geschnitten wird. Die Richtung der Bewegung 
wird unter diesen Voraussetzungen nur geradlinig sein. 

§.5. 

Ist ein fester Korper oder ein System von festen Körpern der Einwirkung 
mehrerer Kräfte unterworfen, deren Richtungen in einer und derselben Ebene 
liegen, so werden nach den Grundlehren der Mechanik die Bedingungen des 
Gleichgewichts zwischen den Kräften durch drei Gleichungen ausgedrückt Wird 
nämlich jede dieser Kräfte nach den Richtungen irgend zweier in der Ebene un- 
ter rechten Winkeln sich schneidender Axen in zwei Theilkräfte zerlegt, so 

7* 
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nrass, wenn Gleichgewicht Statt finden soll, sowohl die Summe der TheSkräße 
in Bezog auf jede der beiden Äsen , als auch die Summe der Momente der 
Kräfte in Bezog auf den Dorchschnittsponct derselben, oder, was auf Eins hinaus* 
kommt, in Bezog auf irgend einen Pnnct der Ebene, gleich Null sein. 

Und eben diese Gleichungen sind nach dem Princip von D'AUmbert, 
wenn die Beschleunigungen der Quantitäten der Bewegung der Korper ebenfalls 
als Kräfte, jedoch mit dem Vorzeichen, welches dem der Richtung der Bewegung 
entsprechenden entgegengesetzt ist, mit den andern Kräften in die Rechnung ein- 
geführt werden, sowohl für den Zustand der Bewegung, als für den der Ruhe 
gültig, und können daher zugleich zur Bestimmung der entsprechenden Bewegung 
dienen. 

Da die Rader eine ihnen eigentümliche, nemlich die umdrehende Bewe- 
gung haben, so machen sie nicht nur mit den übrigen Theilen des Fuhrwerks zu- 
sammen ein System aus, sondern bilden zugleich für sich besondere Systeme, de- 
ren Verbindung mit dem Körper des Fuhrwerks durch die in die Gleichungen 
der bezüglichen Systeme zugleich eingehenden Grossen vertreten ist Jedem 
solchen Systeme fester Korper gehören nämlich, wie oben bemerkt, drei Glei- 
chungen an, und die verschiedenen Systeme liefern die Zahl der Gleichungen, 
welche nothig ist, um die gesuchten Grössen durch die gegebenen auszudrücken. 
So erhält man für das zweirädrige Fuhrwerk sechs, für das vierrädrige erster Art 
neun, für das vierrädrige zweiter Art zwölf Gleichungen. 

§. 6. 

Bei der Bildung dieser Gleichungen kommen aus der Lehre von der Um- 
drehung fester Korper ein Paar Sätze zur Anwendung, welche hier angeführt 
werden müssen. 

Wird die Masse eines um eine feste Axe mit der Winkelgeschwindig- 
keit u sich drehenden Körpers durch M, und das Träglieüsmomeni der Masse 
in Bezug auf eine durch den Schwerpunct des Körpers mit jener parallel gehende 
Axe durch MK* bezeichnet : zerlegt man die Quantitäten der Bewegung der Ele- 
mente dM, als Kräfte, nach zwei, sich und die Umdrehungs-Axe unter rechten 
Winkeln schneidenden Axen, in Bezug auf welche die von dem Durchschnitts- 
puncte dieser drei Axen an gerechneten Coordinaten x und y der Elemente ge- 
nommen werden, und sind x x und y x die Coordinaten des Schwerpuncts, so ist 
Die Summe der mit der Axe der x parallelen Theilkräfte = — uy x M $ 
Die Summe der mit der Axe der y parallelen Theilkräfte = +uxxM. 
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Werden dann die Momente der Quantitäten der Bewegung der Elemente 
dM (als Kräften - Momente) in Bezug auf eine andere, mit der Umdrehungs-Axe 
parallele Axe genommen, und sind x„ und y„ die vom Durchschnittspuncte 
dieser Axe mit der Ebene der x und y an gerechneten , mit den Aien der x und 
y parallelen Coordinaten des Scliwerpuncts , so ist 

Die Summe dieser Momente = u(k* + x,x 44 +y,y$l)M . 

Wenn nämlich die Ebene der (Figur 1), welche als winkelrecht auf der 
Umdrehungs-Axe des Körpers vorausgesetzt wird, von dieser Axe im Punct ü„ 
und von der parallel mit ihr durch den Schwerpunct gehenden Axe im 
Puncte M geschnitten wird; wenn 0,x die Richtung der Axe der x, 0,y der 
Axe der y vorstellt, My p = x, > Mx, == y, ist, my = x und mx = y die 
Coordinaten des im Punct m gelegenen oder projicirten Elements dM sind, der 
Abstand O x m — r und der Winkel mO x x = y ist: so wird die Quantität der 
Bewegung des Elements dM durh urdM, der mit der Axe der x parallele 
Theil derselben, den die Zerlegung gilt, durch urdM. siny = uydM, und der 
mit der Axe der y parallele Theil durch urdM.cosy = uxdM ausgedrückt, 

wahrend siny=- und cosy = - ist. Findet die Umdrehung in der (durch den 
Pfeil angedeuteten) Richtung vom positiven Theil der Axe der x zunächst ge- 

■ 

gen den positiven Theil der Axe der y, oder die Bewegung des Elements dM 
in der Richtung von m gegen q Statt, so hat die mit der Axe der X parallele 
Theilkraft die Richtung von m gegen y, die andere Theilkraft die Richtung von 
m gegen /, und es ist daher dem Ausdruck der ersteren Theilkraft, wenn diese 
Kräfte nach den Seiten genommen werden, nach welchen die positiven Coordi- 
naten sich erstrecken, das negative Vorzeichen zu geben. 

Im ganzen Umfange des Korpers genommen, ist demnach, wenn unter u 
die Winkelgeschwindigkeit der Umdrehung nach der angegebenen Richtung ver- 
standen wird : 

Die Summe der mit der Axe der x parallelen Theilkräfte= — u/ydM=—'UyiM t 
Die Summe der mit der Axe der /parallelen Theilkräfte = + ufx dM—+ux x M; 

welche Kräfte (wenn positiv) als nach den positiven Seiten der Coordinaten- 
axen gerichtet angenommen sind. 

Wird ferner die Ebene der (Fig. 1) von der andem, mit der Umdrehungs- 
Axe parallelen Axe ih O,, geschnitten, ist My„ = x„ Mx,, = y„ , 0„n 
senkrecht auf 0,m und G,n = s, so ist ür(r — s)dM das Moment der Quanti- 
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tat der Bewegung des Elements dM, dessen Coordinaten x und y sind, in Bezug 
auf diese andere Axe und 

* = (*,— a:„)cosy + (j 9 — y„)siny 

— " KP 9 mmm &99J f T \J0 "— JOf/ ^ t 

daher r{r — s) oder r* — rs = x* + y* — x(x, — x„) — /(y, — y„) 

= (x— x,) 2 +(y— y,)*+(x— *,)0*,+*J+(y— rO(yv+y*)+*,av>+r#r" . 

und wenn diese Momente im ganzen Umfange des Korpers genommen werden : 

ufr(r — s)dM = u(k 2 + x,x„ +y,y„)M , 
indem ff(x-x,) 2 +( r -y,y)d]lf — Mk 2 und f(x-x,)dM =fxdM-Mx t = 

= Ar -Y,)dM=fydM-y,M ist. 

Fällt diese andere Axe mit der Umdrehungs-Axe zusammen, so wird die 
Summe der Momente zu u(J£+(F)M f wenn d den Abstand des Schwerpuncts von 
der letzteren Axe bedeutet; und geht entweder die Umdrehungs-Axe, oder die 
Axe der Momente durch den Schwerpunct, so beschränkt sich die Summe der 
Momente auf uMfc, wo immer im ersten Falle die Axe der Momente, im 
zweiten die Umdrehungs-Axe sich befinden mag. 

Dieser erstere Fall findet bei den Rädern der Fuhrwerke Statt, und es ist 
in Bezug auf die Umdrehung derselben nicht nur die Summe der Momente 
= uMk 2 9 wo auch die mit der Umdrehungs-Axe parallele Axe der Momente 
angenommen werden mag, sondern auch die Summe jeder der beiderlei Theil- 
kräfte, nämlich sowohl — uy,M als ux,M t ist gleich Null. 

Erstes Capitel. 
Das zweirädrige Fuhrwerk. 

ftomeleluEraiiffen* 

§. 7. 

Der Weg x, den das Fuhrwerk durch die fortschreitende Bewegung zu- 
rücklegt, wird auf der Bahnlinie gl (Fig. 2) gemessen und von dem Puncte an 
gerechnet, in welchem das Rad im Anfange der Bewegung, für welchen die 
Zeit / = ist, die Bahn berührt. 

Die Winkelgeschwindigkeit u der Umdrehung des Rades (für den der 
Langen - Einheit gleichen Halbmesser) wird in der Richtung genommen, bei wel- 
cher der vordere Theil des Rades sich abwärts bewegt. 
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Der Winkel a ist der spitze Winkel /gfc, der die Bahnlinie gl, wenn sie 
geneigt ist, mit der Horizontalen g k macht; er wird beim Ansteigen als positiv 
betrachtet. 

Die Richtungslinie eK der Zugkraft K schneidet die Richtung der fort- 
schreitenden Bewegung eC unter dem spitzen Winkel KeC = /?, und die auf 
der Bahnlinie Senkrechte cd im Abstände n vor c, so dass dieser Punct c, in 
welchem das Rad und die Bahn sich berühren, um ncosß von ihr entfernt ist 
Der Winkel ß ist, unabhängig von der Seite, nach welcher die Zugkraft wirkt, 
positiv, wenn die Richtungslinie derselben, von ihrem Durchschnitte mit der 
Richtungslinie der Bewegung an, auf derjenigen Seite, nach welcher die Bewe- 
gung Statt findet, sich über die letztere Linie erhebt. 

P ist das Gesammtgewicht des Fuhrwerks und der Last , mit Ausschluss 
der Räder; h der Abstand Gh des Schwerpuncts G dieses Gewichts von der 
Bahnlinie, i der Abstand ch des Berührungspuncts c von der Senkrechten Gh, 
und c = icosa — hsina der Abstand dieses Puncts von der Verticalen durch G. 

D ist der in verticaler Richtung genommene Druck auf den Unterstüz- 
zungspunet A vor den Rädern (§. 3); / der Abstand AI dieses Puncts von der 
Bahnlinie; m der Abstand cl des Berührungspuncts c von der Senkrechten Al f 
und a = m cos a — /sina der Abstand des letztern Puncts von der Verticalen 
durch A; ferner b = a — c der Abstand zwischen den beiden Verticalen Gb 
und Aa. 

iV ist der Druck eines Rades auf den Boden, in senkrechter Richtung auf 
die Bahnlinie genommen. 

R das Reibungs-Erforderniss zur rollenden Umdrehung eines Rades (§.2), 

Der Quotient jy wird im Folgendem der Reibungsquotient für rollende 

Bewegung genannt werden. 

E ist der auf der Bahnlinie senkrechte und F der mit der Bahnlinie pa- 
rallele Theil des Drucks, welchen die Achse und ihr Lager an dem Berührungs- 

punete beider Theile auf einander ausüben. Dieser Druck ist = ]/(E* + F 7 ) 

F 
= JB^Cl + G 2 ), wenn man 7?= G setzt, und es wird senkrecht auf die sich 

berührenden Oberflächen der Theildruck F des Fuhrwerks auf das Rad (wenn 
positiv) als nach vorn gekehrt angenommen. 

r ist der Halbmesser des äusseren Umfanges, <j der Halbmesser der Achse, 
wenn sie cylindrisch, oder der entsprechende mittlere Halbmesser derselben, wenn 
sie conisch ist. 
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Zum Unterschiede vom Körper der Rad - Achse wird die Umdrehungs- 
Axe, nämlich die, deren Länge nach durch die Axe gehende gerade Linie, um 
welche das Rad sich dreht, die Axenlinie genannt werden. 

f ist der Coefficient der Reibung zwischen dem Rad -Umfange und dem 
Boden, <p der Coefficient der Reibung zwischen der A<;hse und ihrem Lager. 

g die Beschleunigung der Schwere, nämlich die Geschwindigkeit des 
Falles-im leeren Räume, nach Verlauf der ersten Zeit-Einheit 

Q das Gewicht eines Rades, — f A 1 das Trägheitsmoment eines Rades in 

© 

Bezug auf die Axenlinie. 

Anmerk. Wenn die Achse an den Rädern fest ist, so ist das Gewicht 

20 

derselben in 2Q, statt in P, und das Trägheitsmoment derselben in ~ *A a mit- 

begriffen. 

Rollende Bewegung* 

§. 8, 

Das zweirädrige Fuhrwerk begreift zwei verschiedene Systeme von festen 
Korpern in sich , nämlich das Räderpaar und den aus den übrigen Theilen be- 
stehenden Korper des Fuhrwerks (§• 5.)< Für das eine oder das andere dieser 
Systeme kann man auch beide verbunden annehmen. .Man wird hier das 
ganze Fuhrwerk, mit der Last und den Rädern , als erstes und die Räder für sich 
als zweites System betrachten und, um Gleichungen der Bewegung (§. 5.) auf- 
zustellen , die Zerlegung der Kräfte und Widerstände für beide Systeme nach 
den Richtungen der zur Axe der Weg-Abscissen x genommenen ^Bahnlinie 
(§. 7.) und einer sie rechtwinklig schneidenden Axe ausführen und zu dem 
Puncte, in Bezug aufweichen die Momente der Kräfte und Widerstände genom- 
men werden, für das erste System den Bcrührungspunct zwischen dem Rade und 
der Bahnlinie, und für das zweite den Mittelpunct des Rad-Umfanges, durch 
welchen die Axenlinie geht, wählen. 

Auf das erste System wirken die Zugkraft K, die Gewichte P und 2Q, die 
zur rollenden Umdrehung der Räder erforderlichen Kräfte 2Ü, der dem Drucke 
2 /Vgl ei che Gegendruck des Bodens, und der dem Drucke D gleiche Gegendruck 
des Unterstützungspuncts A. 

In irgend einem der Zeit t entsprechenden Augenblicke der Bewegung 

P dx 
sind die Quantitäten der fortschreitenden Bewegung des Systems = "•"37 und 
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9m yz . indem -37 die fortschreitende Geschwindigkeit ist und - und — die 
8 dt 9 dt ° 8 8 

Maasse der Gewichte P und 2Q sind , daher die Beschleunigung dieser Quan- 

P d*x £ ö dPx 

titäten = ""• jjt und ~z*~Ta 5 und da die mittleren Richtungen der Quantitäten 
der Bewegung durch die Schwerpuncte der Gewichte P und 2Q gehen, so sind 

— *~?l»~und ~~z'*~lp die Momente derselben Beschleunigungen in Bezug auf 

den Punct, in welchem das Rad die Bahn berührt. 

Die Summen der mit den coordinirten Axen parallelen Theile der 
Quantitäten der umdrehenden Bewegung der Räder sind gleich Null; die Sum- 
men der Momente dieser Quantitäten in Bezug auf den Punct der Berührung 
zwischen dem Rade und der Bahnlinie oder irgend einem andern Punct der Ebene» 

in welcher die Kräfte wirken, sind = — /r*.u(§.6), und die Summe der Momente 

20 du 
der Beschleunigungen derselben Quantitäten ist = ~* ^'di* 

Auf das zweite System wirken die Gewichte 2Q, die Kräfte 2R, der Ge- 
gendruck 2 TV des Bodens, der Druck der Achse gegen das Lager, oder des La- 
gers gegen die Achse, wenn sie an den Rädern fest ist, und die Reibung, welche 
zwischen diesen beiden Theilen Statt findet. 

Die Beschleunigungen der Quantitäten der fortschreitenden und der umdre- 
henden Bewegung der Räder sind, wie auch die Momente der Beschleunigungen 
der Quantitäten der umdrehenden Bewegung, beim zweiten System dieselben, wie 
beim ersten ; dagegen sind die Momente der Beschleunigungen der Quantitäten 
der fortschreitenden Bewegung beim zweiten System gleich Null. 

Der Widerstand der Reibung an der Rad-Achse wird, da der Druck des 
Fuhrwerks gegen das Rad senkrecht auf die sich berührenden Oberflächen ge- 
nommen ist, nach den Bezeichnungen ($.7) durch <pEY(l +G*) ausgedrückt, 
und es ist seine Richtung der der Umdrehung des Berübrungspuncts gerade 
entgegengesetzt. 

Ist die Rad- Achse am Korper des Fuhrwerks fest, so findet die Berührung 
an der antern Seite der Achse Statt, Es fallt, wenn F positiv ist, der Berüh- 
rungspunet e (Fig. 3) um den Kreisbogen, welcher G zur Tangente hat (für den 
der Langen -Einheit gleichen Halbmesser), vor den senkrecht auf der Bahnlinie 
stehenden Radhalbmesser Cc 9 und es ist der Reibungswiderstand von e gegen/* 
gerichtet. Wird derselbe nach den beiden coordinirten Axen zerlegt, so er- 
giebt sich Folgendes: 

Crtlle's JmtmI f. d. M. M XLVI. lieft 1. 8 
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Die Summe der mit der Bahnlinie parallelen Theile des Drucks und 
des Reibungswiderstandes = F+cpE= E(jG+tp), mit der Richtung nach 
vorn, im Sinne der fortschreitenden Bewegung; 

Die Summe der auf der Bahnlinie senkrechten Theile des Drucks 
und des Reibungswiderstandes = JE — <pF = E(l — y>G), mit der Rich- 
tung nach unten ; 
und eben diese Ausdrucke gelten auch noch, wenn F negativ ist; in welchem 
Falle die Tangente G ebenfalls negativ ist und der Beruhrungspunct e x hinter 
den senkrecht auf der Bahnlinie stehenden Halbmesser fallt. 

Dreht sich die am Rade feste Achse mit demselben, so findet (Fig. 4) die 
Berührung an der obern Seite der Achse Statt; der Beruhrungspunct fallt bei 
positivem F hinter, bei negativem F vor den auf der Bahnlinie senkrechten 
Raddurchmesser, und es findet sich : 

Die Summe der mit der Bahnlinie parallelen Theile des Drucks und 
des Reibungswiderstandes = F — tpE = E(G — cp), mit der Richtung 
nach vorn, im Sinne der fortschreitenden Bewegung; 

Die Summe der auf der Bahnlinie senkrechten Theile des Drucks- 
und des Reibungswiderstandes = E+cpF = E(l + <pG), mit der Rich- 
tung nach unten; 
welche Ausdrücke auch bei negativem F in derselben Bedeutung, mit Rücksicht 
auf das Vorzeichen, gelten. 

§. 9. 

Bei rollender Bewegung ist ($. 1) für jeden Augenblick derselben : 

dx , . du 1 d»x 1 d 1 * „du f*-*-* 1 d*x 
ru= Ti$ daher ^== 7 --^ und r^+^^.-^r--^!. 

1 d*x r % +k % 

Wird nun zur Abkürzung X statt — -tz und s statt — - — gesetzt, und 

werden die Richtungen der Kräfte und ihrer Momente durch die vorgesetzten 
Zeichen gehörig berücksichtigt, so ergeben sich für irgend einen Augenblick der 
Bewegung, und zuvörderst für den Fall, dass die Rad-Achse am Körper des Fuhr- 
werks fest ist, folgende 

(A.) Gleichungen der rollenden Beengung 

des zweirädrigen Fuhrwerks: 

1) JTcos/S— (P+2Q— D)sina— üfi— (i ) + 2ß)JT=0, 

2) Ks\nß — (P + 2Q—D)co*a+2lV = 0, 
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3) ncosß.K+cP— rsma.2Q— aD— (hP+2sQ)X = 0, 

4) 2JE(G + cp) — 2Ä — 2Q(s\na + X) = 0, 

5) — 2E(l — <pG)+2ff—2Qcosa = 0, 

6) 2rR — <p< i .2Ey(l + G 7 )— 2Q(s-r)X = 0. 



§. 10. 

Soll die rollende Bewegung gleichförmig sein, so ist dazu ein bestimm* 
ter Werth der Zugkraft K nöthig. Ein grosserer Werth von K würde die 

Bewegung beschleunigen, ein kleinerer verzögern. Bei gleichförmiger Bewegung 

cPx 
ist die Beschleunigung -rar, also X gleich Null, von welcher Grosse auch die 

Geschwindigkeit derselben sei, und es sind die zu suchenden Grossen K,D,R,N 
2? und G. Bei beschleunigter Bewegung ist K gegeben, und X statt K zu su- 
chen, so dass die Zahl der Gleichungen, die Bewegung mag gleichförmig sein, 
oder nicht, zur Bestimmung der unbekannten Grossen in beiden Fällen nöthig 
ist, und ausreicht. 

Beginnt man mit der Auflösung der Gleichungen für die gleichförmige 
Bewegung, so geben die Gleichungen. (4 und 6), indem X = gesetzt wird : 

7) j^G+y-^Kl + G 1 ) =2Psina, 

und wird nun zuerst a gleich Null angenommen , so hat man zur Bestimmung 
der Grosse G die Gleichung 

aus Welcher für G + cp die zwei Werthe —77 f90 x »v folgen , von 

denen, wegen der gegenseitigen Werthverhältnisse der Grössen r, 9 und <p nur 
der mit dem obern Zeichen, wie es eben die Bestimmungsgleichung fordert, 
positiv ist und daher der Aufgabe wirklich entspricht 

Für eine horizontale Bahn hat demnach die Auflösung der Gleichungen 
der gleichförmigen rollenden Bewegung keine weitere Schwierigkeit , indem 
mittels des gefundenen Werthes von G alle übrigen unbekannten Grössen sich 
durch bekannte ausdrücken lassen. 

8« 
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§. 11. 

Wenn dagegen der Winkel a nicht gleich Null ist, so würde durch die 
Gleichung (6), welche die einzige quadratische der Gleichungen (A) ist, die 
weitere Ausführung der Rechnung ziemlich umständlich und unbequem werden, 
wenn man dieser Gleichung nicht ebenfalls die lineare Form geben konnte. 
Dieses ist indessen, ohne dass die Auflosung in dieser Form die Genauigkeit 
der Rechnung erheblich vermindert, dadurch möglich, dass G + cp im Verhält- 
nis* zu cp, für a = 0, wie der eben gefundene Ausdruck zeigt, und vermöge der 
Gleichung (7) auch für Werthe von a, wie sie bei geneigten Bahnen wohl vor- 
komme r\, ein ziemlich kleiner, echter Bruch ist. 

Da nämlich nach Taylors Satze , für irgend eine Function fx von x, 

f{x + 6) =fx + -7—6 + \ -r^* & i**» *o können, indem man \'(1 + &*) 

= VH + CSP — e^ + 9)) 2 ] nac h G+cp entwickelt, die Quadrate von G + cp ver- 
nachlässigt und es kann ]/ (1 + cp*) — y» + ^ (G+cp) oder y/| + '*\ »tatt 
J/(1 + G % ) gesetzt werden. 

So findet man für a = aus der Gleichung G+cp =s — ^ ^ + m \* ( ' ie 

Grosse Cr + cp = - ^ + t . [^ ^ nur sehr wenig zu klein, da l~) im Ver- 

hältniss zu \+cp* jedenfalls eine sehr kleine Zahl ist. 

Auch bei beschleunigter Bewegung wird es, wenn X nicht verhältniss- 
mässig sehr gross, d. h. wenn die Zugkraft K nicht um vieles grösser ist als der 
zur gleichförmigen Bewegung erforderliche Werth derselben, gestattet sein, in 

der Gleichung (6) die Wurzelgrösse )/(l + G 7 ) durch den Ausdruck 1//1 . a %\ 

zu ersetzen; und überhaupt dürfte diese Annäherung, bei welcher überdiess, wie 
im Folgenden gezeigt werden wird, das Fehlende sich ohne Schwierigkeit ergän- 
zen lässt, nur in ganz ungewöhnlichen Fällen nicht völlig genügen. 

$. 12. 

Wird zur weitem Entwicklung, nachdem die Gleichung (6) wie ange- 
geben auf die lineare Form gebracht ist, zur Abkürzung 



rva + ^t* > 2E{G + <p)=Y . 2£(l-<pG) = Z 
gesetzt, so findet sich für die gleichförmige Bewegung^ aus den Gleichungen 
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(A.) l)u.4) +Y=Kco$ß — (P-7))sina, 

2) u. 5) — Z = *sin£ — (P — J))cosa , 

3) a(P — D) = ÄJ? + rsina.2() — ncosß.K, 

4) u. 6) T — /zZ= 2 Qsina; 

und durch Auflosung dieser vier Gleichungen, indem der der gleichförmigen Be- 
wegung angehorige besondere Werth von K durch V bezeichnet wird : 

„ (6P4 -rsi na»2 ff)( sin«4-^c os«)-t-asing*2g 

a(cosß-h fisinß) + »cos^(sina 4- ficosa) ' 

n _ p (iP-+- rsina-2 0) (cos/? -+- f* «&£) — ucQ8ß-2Qsin a 

a(cos/?4-/*sin/^4-nco8/9(sina + ftco8a) * 

« fi(&P -Hrsiog*2 jg) cos(g-H/?)- f. (a -f- «sina)cos/^2 ffsina 

a(cos^-f-fisin/?)-f-ncos/^(sina-h/iCOSa) * 

_ (6P-Hrsing«2 g) cos(a -+-/ ? )— (a sinß+ncoaßcösa)2Q$ina ^ 

a(cosß-h (imnß) -t- «cos^sina + pcosaj * 

sodann 

und aus (4 u. 6) wird weiter 

2Ä= r-2Qsina = <uZ, 
und aus (5) 

2#=Z-*-2()cosa 

(JP-»-r8incf2g)co s(tt + ß) + 2 Q(aco$(a -+. ß)-hficosct(asinß -f. n cos /? cos«)) 

a(cosß -f- jtc sin /9) + n cos /?(sin a + ft cos a) 
gefunden. 

§. 13. 
Für eine horizontale Bahn hat man nun , indem man a = setzt : 

"~ m(cQ8ß-htiimß)+finco*ßt L ^ ' 

n _ /- _ (» — t)(cogft -l- p rinß) \ p _ t (cos ff -f- /*&\nß ) -h pn cosß 

V n(co*ß+fi8inß) + (inco&ti/ ~ m (cos/9 -*-/* sin /9) -f. fincosß • 

« Ä (»-Q cos/g 

2Ä = «(cos + ^sSä + ^o7?^ P = ^ cos ^' 

** (*-J>™±0 Pj.on 

** F — f»(cos/9-#.^sin/S)-#.^ncos/9^ "*" A V » 

2 r 1+9>|K (» — t)C0f/? 

1-f-y* n(co8ß+ fisinß) + jincosß^ ' 

ojr— _ ?~^ (»-Q cos/g 

~ l-#^p t# «i(cos/?-*-^ttn j ör) 4-^i «cos /J^ ' 
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und diese Ausdrücke sind genau (§. 10), wenn in der Grosse /x = ynL. a> *\ 

die Wurzelgrösse]/(l + <P* — (^f)) an die Stelle von ]/(l + y 2 ) tritt. 

Aber auch wenn die Neigung a der Bahn nicht gleich Null ist, lässt sich 
nunmehr, nachdem die Ausdrücke der gesuchten Grossen unter der Annahme 

}/(l-*-G 2 ) = y/j ^ „fi entwickelt sind, die Verbal tnisszahl fi so ändern, da*s 

die Ausdrücke den Gleichungen (A) vollkommen genügen. 

Wird nämlich statt }/(l + g> 2 ), welche die einzige Wurzelgrosse in den 
gefundenen Ausdrücken ist und allein in fi vorkommt, die Unbekaunte y gesetzt, 
so muss, wenn der Bedingungs-Gleichung (6) volles Genüge geschehen soll, 

1 + G» = ( Ll ^) 2 , d.h. (J*+Z*)f = (1+g^oder (l+ (f) *)f= 1+g,« 

sein; woraus, wenn 91,58,© Grossen sind, die kein fi enthalten, 

(8.) (®' + C?)/ + 2 ^®.y = (l + yW -(*?)' 

folgt, da der Zähler von Y die Form \~ + $8)91, der Zahler von Z die Form 

6.91 annimmt 

Die hierher gehörige Wurzel/, durch welche, wenn sie in (jl an die 
Stelle von }/(l 4- cp 2 ) tritt, die Auflösung der Gleichungen (A) für jeden Werth 
des Winkels a vollständig und genau wird , ergiebt sich 

_ -^» + CV((1-H9 2 )(9 1 -H6 , )-(^A 

WTW ' 

und es ist im vorliegenden Falle: 

« = (ÄP + rsina.20cos(a + #, 

83= -grsinacos/9(a + nsina) , 

2Q . 

{$ as l—-grsina(asin/3-f-rtcos/?cosa); 

wonach der Grad der Genauigkeit der obigen Ausdrücke auch für a > 0, wenn 

man deren Verhältnisszahl /u in der Bedeutung von r ^/| ^. ^tx beibehält, sich 
ermessen lässt. 

Werden die im Verbältniss zur Einheit jedenfalls kleinen Gliedes ~r& 

und \~) in dem angegebenen Ausdruck von y ausser Acht gelassen, so ist 
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-V&S) 



kleiner als Y(l + <p % ) f aber um so weniger davon verschieden, je kleiner SU 

gegen (S ist, und das ergänzte fi ist daher etwas grosser als r \/(\. w *\ > jedoch 

Ist für gewohnliehe Falle der Unterschied als unerheblich zu betrachten. 

Im Folgenden wird unter dem Zeichen /u, wenn nicht ausdrücklich et- 
was anderes bemerkt ist, immer die Grösse r y, 1+ «^ verstanden werden, und 

eben so, mit Beistrichen, f yn v y %\ uuter /u, f u. s. w. 

§. 14. 

Für die beschleunigte Bewegung erhält man, indem wieder die Zeichen 
T, Z und M wie im ($. 12) angewendet werden , aus den Gleichungen 
(A.) I)wid4). +r=Ä'cos/?-(P-#)sina-PJr, 

1) und 5). — Z=Ksinß — (P— J?)cosa , 

3) a(P-D)z=C-{-(hP + 2sQ)X, 

wo C statt bP+rsina.2Q — ncosß.K steht, 

4) und 6). r-/xZ=i2Q(sina+^x)- 

Durch Auflösung dieser vier abgeleiteten Gleichungen ergiebt sich : 
Y a(K(coßß -h u sinfl — tQsm a) — C(sina + pcosa) 

~" a(P-h^Q) + (hP+2sQ)(8ina-hiicoBa) 

(P+2-Q)C+(hP-h2sQ)(K(co8ß+ßsinß)-2Q$ina) 

D = P— — : , 

a(P-#-2J|Q)-#-(AP-f-2*9) (sina-#-^cosa) 

fiP(Ccosa - aKmnß)+[i(hP+ 2sQ)Kco8(a+ß)+2Q8ma(aP+.{hP+2*Q)sina) 

-f-2*Q(a/Ccos/?— Csina) 

y — — — * 9 

a(P+2;Q) + (hP+s2Q)(8ina + fiC08a) 
(P+2^Q)(Ceo§a^aK§inß) + (hP + 2eQXKco8(a + ß)^2QOnacosa) 

Z =5 — f 

*(P-h2;Q)-h(hP-h2sQ)(sina + pcQ8a) 
und dann 
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so wie ferner aus (4 u. 6) : 

2R=r-2Q(sina + X) = / uZ + 2Q(l^r)x 9 

und aus (5) 

2N=Z+2Qcosa. 

Die Ergänzung der Verhältnisszahl (jl lässt sich endlieh eben so wie für 

die gleichförmige Bewegung ($. 13) bewerkstelligen; so dass die Auflosung für 

jeden Werth des Winkels a und der Kraft K genau ist. Indem man von 

den Zeichen 91, S, © in dem Sinne wie in (§. 13) wieder Gebrauch macht, ist 

hier : 

% = P(Ccosa--aKsmß) + (hP+2sQ)Kcos(a+ß), 

® = ^(sina(aP + (ÄP+25Q)sina)+^(a^:cos/?-Csina)) f 

6 =s — -^(sinacosa(AP+ 2sQ) — -(Ccosa— aKsinß)) 

zu setzen. 

$. 15. 

Wird in den für die beschleunigte Bewegung entwickelten Ausdrücken 
K = f gesetzt, so wird X = 0, und es gehen, wie es sein muss, die übrigen 
Ausdrücke in die entsprechenden für die gleichförmige Bewegung (§. 12) über. 

Sollen, indem man K = J^+v setzt, die diesen beiden Theilen von K 
angehorigen Theile der gesuchten Grossen von einander abgesondert dargestellt 
werden, so erhält man, wenn die dem Theile f oder der gleichförmigen Bewe- 
gung zukommenden Theile zur Unterscheidung in eckige Klammern einge- 
schlossen werden, und wenn H irgend einen der Ausdrücke, welche K nur im 
Zähler enthalten, vorstellt: 

Dann ist 
dB a(co$ß+fiäaß) + *co8ß(Ana + ftco8a) 

= dB' V " 9 (P+i±Q)+(hP+tsQ)(iina+pcosa) 

•cw/*(P+*;Q)-(*J , + mQ)(«>s/»+#»«ii/J) 

1 J m ( P+i iQ) + (kP+isQHco$a+fi*ia) 

l + < pfi)[(kP+isQ)CM(a + ß)—(o»inß+ncosßcosa)P] 
— 2-Q[«(tin/9— 9>co*£)+*co8/9(cosa — qp«n<*)] 

2E=l'lE\-i 7— .<% 
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(jx _ y)((AP + 2*Q)cos(a + ß) — (asin/J-f- ncos/?cosa)P) 

+ 2- 0[a(cos/?-#- qp sin /9) -f-n cos/? (sin a -t- qpcosa)] 

2/^=[2 JPJ+ — — — — - , p 

(l-f- ? )»)[a(P-*.2^)-+-(AP-+-2*Ö)(sina + ^cosa] 
u. s. w. 
Und wenn K sowohl im Nenner als im Zähler eines gebrochenen Ausdrucks vor- 

kommt, wie in G = E , ergiebt sich 

oder, wenn die Glieder, weiche e* als Factor enthalten, weggelassen werden : 

e«[G] + — ^ — *. 

Für den Quotienten jz findet man auf solche Art, wenn [3] den Zähler, e 
den Nenner der Grösse Z (§, 12) und 3 den Zähler der Grösse Z ($.14) bedeutet: 



[»]+»«• 



(a(P+2^j0)+(AP+2*ö)(sina-f-^cosa))[2i\r| 2 * 



(i — l) (JP-*- (a -f-rsin a)2 ß) cos(a-t-/9)-+-/< cosa [(h P+2* ß) cos(a +£) 

tÄl ^ n — (asinft-f- ncog/»CQgtt)(P + 2 g)] 
N ^ [a(P-*-2f:ß)-+-(ÄP + 2*ß)(sina-#.^cosa)][2iV] J 

Bei stetiger Abnahme von v geht die beschleunigte rollende Bewegung 

d>x du 

nach und nach in die gleichförmig rollende über, bei welcher ts und jz gleich 

Null sind ; und da die Gleichungen (A) für jede unbekannte Grösse nur einen 
einzigen gültigen Werth geben, so ergeben sich für q = oder für JST= V alle 

unbekannten Grössen ganz eben so, wie wenn zur Bestimmung der glelchförmi- 

diX du 

gen rollenden Bewegung ursprünglich r* und -tz in den Gleichungen gleich Null 

angenommen würden ($.12). Der Fall, in welchem diese beiden Beschleunigun- 
gen zugleich Null sind , gehört daher eigentümlich der gleichförmigen rollen- 
den Bewegung an, obgleich die Gleichungen für diese Bewegung eigen t- 

dx 

lieh nichts enthalten, was die Bedingung -r. = ru ausdrückt, und es kann 
hieraus der Schluss gezogen werden , dass nur beim Rollen des Fuhrwerks die 

Crelltf'f Journal f. d. M. Bd. XLVI. Heft 1. 9 
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beiderlei Bewegungen, die fortschreitende und die drehende der Räder, zugleich 
gleichförmig sein können (§. 24). 



$. 16. 

Wenn die Achse an den Rädern, statt am Korper des Fuhrwerks, wie es 
die Gleichungen (A) voraussetzen, fest ist, so tritt (§. 8) in der Gleichung (4) 
G—cp an die Stelle von G+*p, und in der Gleichung (5) I+9G an die Stelle von 
1 — 9G; oder es ändert der Coefficient 9 in diesen beiden Gleichungen sein 
Vorzeichen, während das Vorzeichen in der Gleichung (6) ungeändert bleibt. 

Die für a = aus (4 und 6) hervorgehende Gleichung 

giebt dann G — 9 = ~~J~77 — /<D0 «\ ; welcher Bruch im Verhältnis* 

zu 9 jedenfalls klein ist, so dass bei der Entwicklung von|/(i+G 1 )=} / [l+(9tG-9) 1 ] 
nach G — 9 die Quadrate von G — 9 ausser Acht gelassen werden können, und 

in der Gleichung (6) |/(l+9 > ) + t/(l ^ yg) (G— 9) = y (l + y » } als angenäher- 

ter Werth an die Stelle von Y(l + G 2 ) gesetzt werden kann. 
Wird hierauf ferner 

i^*^) wieder = <" ' 2£(G-g,)=r , 2£(l+g>G) = Z 
gesetzt; so findet die Entwicklung der Gleichungen (A), sowohl für die beschleu- 
nigte als für die gleichförmige Bewegung, wie auch die nachträgliche Ergänzung 
der Wurzelgrosse 1/(1+9*)» durch welche die Ergebnisse der Rechnung genau 
werden (§• 13 u. 14), ganz eben so Statt, wie im Vorigen gezeigt ist. Diese Er- 
gebnisse werden daher auch zu den nemlichen, wie in dem zuerst vorausgesetzten 
Falle; nur mit dem Unterschiede, dass der Coefficient 9, welcher in /x ungeän- 
dert bleibt, so weit er in die entwickelten Ausdrücke für sich eingeht, das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen bekommt. Das in der Gleichung (8) vorkommende 9 
behält, weil es von fi herrührt, ebenfalls sein Vorzeichen ungeändert bei. 

Da unter diesen Ausdrücken nur die von 2E und von 2 JF oder G den 
Coefficienten 9 anders als in a enthalten, so folgt, dass die Grossen V 9 X > D,R 9 N 
nicht davon abbangen, ob die Achse an den Rädern, oder am Körper des Fuhr- 
werks fest ist , (diese Unabhängigkeit ist nur insofern nicht vollständig, als die 
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Grossen JP, Q und k oder s nicht in beiden Fällen ganz die gleiche Bedeutung 
haben (§. 7).): dass dagegen diese Verschiedenheit in der Verbindung der Theile 
auf die Grössen E 9 Fund G einigen, auf £ jedoch nur einen unbedeutenden 
Einfluss hat. 

Die Tangente G und der Theildruck .Fsind, wenn die Achse an den 
Rädern fest ist, als positiv, im andern Falle als wesentlich negativ zu betrachten, 
und die Berührung zwischen der Achse und ihrem Lager wird daher bei rollen- 
der Bewegung in beiden Fällen gewöhnlich hinter dem auf der Bahnlinie senk- 
rechten Raddurchmesser Statt finden (§. 8). 

§. 17. 

Die Kraft, welche nöthig ist, um das Fuhrwerk im Zustande der Ruhe, 
in welchem die Widerstände der Bewegung nicht thätig sind, zu erhalten, ist 
eine andere als die Kraft V, welche zur Erhallung desselben im Zustande der 
gleichförmigen Bewegung erfordert wird. 

Die Gleichungen (A), welche für X = die Bedingungen der gleichför- 
migen Bewegung oder des Gleichgewichts der Bewegung ausdrücken , gehen in 
die Gleichungen des Gleichgewichts der Ruhe über, wenn man in ihnen den 
Reibung* -Coefficienten <p = setzt, wodurch auch R = wird; und eben so 
ergeben sich die Unbekannten des Gleichgewichts der Ruhe, wenn man in den 
aus den Gleichungen (A) für X = abgeleiteten Ausdrücken (§. 12 u. 13) <p und 
(jl gleich Null annimmt. 

So erhält man; indem man die Unbekannten für den Zustand der Ruhe 

mit V* % D*, u. s. w. bezeichnet: 

bP+(a + r8ina)2Q . 
y — (a + nsina)cog/? sina ' 

(a -^6 -+- nsina) -1- (n — r)sina.2 Q 

a + nslna * 

2A - (a + «sina)cosa •<»("+£)• 

2JL "~ (o + n8md)cosß 9 

2F»=2()sina. 

$. 18. 

Um das Fuhrwerk aus dem Zustande der Ruhe in Bewegung zu setzen, 
muss die Kraft K grösser sein, als die zur gleichförmigen Bewegung erforderliche 

9* 
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Kraft V, und eine solche grossere Kraft- Anwendung muss so lange fortdauern» 
bis das Fuhrwerk diejenige Geschwindigkeit erlangt hat, mit der es gleichförmig 
sich bewegen soll. 

Die Beziehungen zwischen der vom Anfange der Bewegung an verflösse- 

dx 
nen Zeit t, der Geschwindigkeit -77 und dem zurückgelegten Wege x, ergeben sich, 

bei beschleunigter Bewegung, für jeden Augenblick derselben, die Kraft K mag 
beständig sein, oder, wie es bei thierischen Zugkräften der Fall ist, von der Ge- 

d*x 

schwindigkeit abhangen , durch doppelte Integration der Gleichung -tz = gX, 

in welcher für X der entsprechende, im Vorigen entwickelte Ausdruck und für 
K der gegebene Werth der Zugkraft oder die bekannte Function der Geschwin- 
digkeit zu setzen ist. Bei gleichförmiger Bewegung ist der zurückgelegte Weg 
gleich dem Product der beständigen Geschwindigkeit in die Dauerzeit der Bewe- 

dx 
gung. Die Winkelgeschwindigkeit u der Räder folgt aus der Gleichung -7:= rw. 

Ist X negativ, oder K kleiner als V, so erfolgt eine Abnahme der vorhan- 
denen Geschwindigkeit, bei deren Fortdauer die Bewegung zuletzt aufhört. 

Aus dem Zustande der Ruhe kann das Fuhrwerk, nach Massgabe der 
Grosse und Richtung der Zugkraft K 9 in die Bewegung rückwärts übergeben, bei 
welcher nämlich die der Einrichtung des Fuhrwerks gemäss zum Vorausgehen 
bestimmten Theile desselben nachfolgen, und die Gleichungen (A), so wie 
sämmtliche aus ihnen abgeleiteten Ausdrücke, finden ebenfalls auf die Bewegung 
rückwärts Anwendung; nur ist dabei zu beachten, dass, indem die Richtung des 
Weges nun in dem Sinne genommen wird , welcher dem der zuvor angenomme- 
nen Bewegung vorwärts entgegengesetzt ist, die Vorzeichen der Abstände i, m 
und c, a 9 b, welche sich auf diese Richtung beziehen, so wie den Bestimmungen 
des (§. 7) gemäss, die Vorzeichen der gleichfalls auf diese Richtung bezogenen 
Winkel a und ß, zu ändern sind. So entspricht der ansteigenden Bewegung 
vorwärts die absteigende rückwärts, und der absteigenden Bewegung vorwärts 
die ansteigende rückwärts. 

§. 19. 

In Bezug auf die Ergebnisse der Auflosung der Gleichungen (A) mögen 
noch folgende weitere, zunächst sich darbietende Bemerkungen hier ihre Stelle 
finden. 
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Da der Coefficienty* der Reibung zwischen dem Boden und den Rädern 
in die Gleichungen der rollenden Bewegung und in die daraus entwickelten Aus- 
drücke nicht eingeht, so hat die absolute Grösse dieses Coefficienten , oder die 
Gattung des Stoffs, aus welchem die Bahn besteht , und die besondere Beschaf- 
fenheit der letztern, an sich keinen Einfluss auf diese Bewegung; wenn nur über- 
haupt die Reibung stark genug ist, um eine rollende Bewegung möglich zu ma- 
chen (§. 2), und übrigens die Beschaffenheit der Bahn den der Rechnung (§. 4) 
zum Grunde gelegten Voraussetzungen entspricht. 

Die gegebene Grosse s = r + — ist nur in den Ausdrücken , welche der 

beschleunigten Bewegung angeboren, enthalten und kommt in jenen für die 
gleichförmige Bewegung, so wie auch der Abstand h in den Ausdrücken für die 
gleichförmige Bewegung auf horizontaler Bahn, nicht vor. Daher ist die gleich- 
förmige Bewegung vom Trägheitsmomente der Räder, und eben diese Bewegung 
auf horizontaler Bahn, vom Abstände zwischen dem Schwerpuncte G und der 
Bahnlinie unabhängig. 

Wie die Ausdrücke (§. 13) zeigen , ist das Gewicht 2 Q der Räder bei 
horizontaler Bahn nur insofern von einigem Einfluss auf die gleichförmige Bewe- 
gung, als es durch Vermehrung des Drucks des Fuhrwerks auf den Boden die 
rollende Bewegung leichter möglich macht, und es hangt der Druck D auf die 
Unterstützung vor der Achse, welcher weder zu gross noch auch negativ werden 
darf, hauptsächlich von dem Gewichte P und von dem Abstände i oder c zwi- 
schen dem Puncte, in welchen das Rad die Bahn berührt, und der Verticallinie 
durch den Scbwerpunct G ab. 

Fflr den Winkel ß, welcher die Kraft J^zu einem kleinsten macht, findet sich 

t Sß = * i -a + n(smZ+ f icosa) nahe = <"• 
Der Neigungswinkel a, unter welchem ein mit irgend einer Geschwindig- 
keit sich abwärts bewegendes Fuhrwerk diese seine Bewegung von sich selbst, 
ohne der Beihülfe einer äussern Kraft zu bedürfen, gleichförmig beibehält, er* 
giebt sich aus der Gleichung V = 0, d. h. 

(6P+rsina.2Q)(sina4-/xcosa) + asina.2Q = 0. 
Sie giebt, in der Voraussetzung, dass bei einer Aenderung des Winkels a jede 
der übrigen als gegeben angenommenen Grossen beständig den gleichen Werth 
behalte: 

t g a = -|[ 1 ~V( 1 - 3?)J == -23( l " , -(^ + )' «>ahe=-.j|, 

wo £ statt (h-l)P— (l-r)2Q, 
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23 statt (m— i+/m{h — l))P+{m+fir)2Q und 
Ä statt fx(jm — i)P 
steht. Ist die Bahn stärker geneigt, so inuss das Fuhrwerk auch aus dem Zu- 
stande der Ruhe von selbst in beschleunigter Bewegung abwärts rollen und einer 
bestimmten Beschleunigung ebenfalls ein gewisser Werth des Neigungswinkels a 
entsprechen, den man mittels entwickelten Ausdrucks von X findet, wenn in 
ihm die Kraft K gleich Null gesetzt wird. 

Die Grösse ß = ^ü(\ ~+~tf]p welche je nach demWerthe des Coefficien- 

ten <p und dem Verhältnisse, in welchem die Halbmesser der Räder und der 
Aehse zu einander stehen, ein kleiner ächter Bruch ist, kann im Wesentlichen 
als dem mechanischen Effecte, den die Räder der Fuhrwerke leisten, umgekehrt 
proportional betrachtet werden, und sie wird im Folgenden der Rad- Effect- 
Exponent heissen. 

Gleitende Bewegung« 

§. 20. 

R 
Wenn der Coefficient /"kleiner als j» ist, die rollende Bewegung, auf 

welche jR und IV sich beziehen, mag je nach dem Werthe der Zugkraft K be- 
schleunigt oder gleichförmig sein, so kann die Bewegung nicht rollend, sondern 
nur gleitend, oder theil weise gleitend sein ($.2), und die Gleichungen (A) können 
auf dieselbe keine Anwendung finden. 

(B.) Die Gleichungen der theiiweise gleitenden Bewegung 
des zweirädrigen Fuhrwerks ergeben sich, indem man die Voraussetzungen und 
Folgerungen (§. 8), so wie die Bezeichnungen (§§. 7 u. 9) hier wieder anwendet 

k* du 
und zur Abkürzung C/ statt ~- ^7 schreibt, wenn die Rad-Achse zuvorderst als 

am Korper des Fuhrwerks fest angenommen wird. Für jeden Augenblick der 
Bewegung ist : 

1) Kcosß-(P + 2Q-D)sina-f.2N-(P+2Q)X = 0, 

2) #sin/?--(P+2()-D)cosa+2Ar =0, 

3) ncos/?.ÄT+cP-rsina.2Q— aD-(hP+2rQ)X-2Q.U = 0, 

4) 2E(G+<p)-/2N-2Q(sina+X) = 0, 

5) -2jB(l-g)G)+2^-2Qcosa =0, 

6) fr.2N-w.2EV(l + G*)-2Q.U = 0. 
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$•21. 

Nach Analogie der rollenden Bewegung werde in der Gleichung (6), um 

sie linear zu machen, y^ T w *\ statt ^(1 + G 7 ) und f]/7^Z^\ = /x , so wie in 

den Gleichungen (4, 5, 6) 2 E(G + <p)=Y und 2 E(l + <pG) = Z gesetzt. 

Wird dann Ale fortschreitende Bewegung wieder zuerst als gleichförmig 
vorausgesetzt, was X= giebt, so sind die sechs Unbekannten K, D 9 N f E, G 
und U zu suchen und man erhält 

aus (1 u. 4) Y — Kcosß — (P — D)s\na , 

aus (2 u. 5) — Z = Ksioß — (P — D)cosa , 

aus (3, 5 u. 6) a(P—D) = ÄP+2rß(sina+/cosa) — nco*ßK+(J— (j)rZ, 
aus (4 u. 5) Y — /£= 2Q(sina+/cosa) . 

Hieraus ergiebt sich, wenn V den der gleichförmigen, fortschreitenden 

Bewegung entsprechenden Werth von K bedeutet : 

ir _ . r . 6P-f-(q-f-r(sina + ftCOScO)2g 

y — ^na+ycosa;^^^^^^ , 

7> _ p 6P(cos/?+/sin/^-i-2Q(sina+/cosa)[r(cos/? + ^sin/g)-- neos/?! 
1 } — P a(cosß +/sin/Q -+- neos/? (sin« -t-/cosa) — (/— fi)r cos(a + ß) ' 
Y _ fb Pcos (a+ß) +2Q(sina + /cos a) [r(a+ n sin a) cos ß + fx [r cos (« + /?)] 
a(cosß +/sin/tf) + ncos/?(sina +y cos «) — (/— u) r cos (a + ß) f 

bPcos(a + ß) — 2Q(s\i)a + fcosa) \as mß + ncos ßcos a — rcos(a+ß)] 

a (cos ß +fsin ß) -t- n cos /9(sina +/öosa) — (/— /i) r cos (a + /?) » 

und ferner 

-, Z + y T F-y Z 7-yZ 

2£ — 1 + y 1 * 2/^— i + ^r * 2G — 2 + ^ r . 

wie auch aus (5), 

2N=Z+2Qcosa, 

und aus (5 u. 6) 

2Q.U = r((f- / u)Z+fcosa.2Q). 
Diese, vorerst angenäherten Ausdrücke werden genau, wenn man die 

Wurzelgrösse }/(I -f- <p a ) im Exponenten /u = ^77\^Zt\ durch die aus der Glei- 
chung (Y 2 + Z*)y* = (l + <p*)Z % entwickelte Wurzel y 9 wie bei der rollenden 
Bewegung (§. 13) ersetzt; so jedoch, dass 
9t = 2Q(sina+/cosa)rcos(a4- ß) , 

m JtPcosta+ß) 2Q f . . 

gj = / = + g (sina+/cosa)(a 4- ns\ua)cosp t 
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q _ srypma+f cosa) (asin/J •+• neos p cos a — rcos(a + /j)) 

gesetzt wird. 



§.22. 

Wird allgemeiner die theilweise gleitende Bewegung als eine beschleu- 
nigte und K als gegeben betrachtet, so geben die Gleichungen 
(B.) (1 u. 4) Y = K cos/3 - {P - D) sin a - P X , 

(2 u. 5) — Z= ÄTsin/?- (/> — D)cosa f 

(2,3,5 u. 6) (a-(/~ / a)rcosa)(P-/>)==C-(/- / a)rÄ:sin/9+(/iP+2r0A, 
(wo CstattÄP-f-2rQ(sina+/cosa) — ncosß . K steht), 

(4 u. 5) Y—fZ— 2Q(sina+/cosa + X) . 

Hieraus findet sich 

_ Wcosß+ftinß) - (/— ^)rcos(a +ß) ] g- (sin g -H /cosg) [ C+ (a - (/-jtQrcosa) 2Q] 
-* — [a — (/— /i)rcosa](P-*-2ö)-*-(A/ > -* : 2rÖ)(sina+/c()sa) 

M — P— [ a -(/— ^)rcosa](P-*-2j0) + (AP + 2rÖKä"na+/cosa) 

(fPiCcosa — a£sin/S) -t-/(AP-t- 2r ö)&'cos(a -t- /?) 
-I- 2 Q(aKcosß) — Csina — (/— ^) r£cos («-*-/?)-*- (sin a -+-/cos a) 
X[ (a-(/-lQrcosa)P-(AP + 2rg)sina )] 

1 — (a — (/— /ii)r cosa) (P -f- 2ß) -*- (AP-*- 2r0)(sin« -*-/cosa) 

(P^20(Ccosa^gj r8in/^ 4-(APH-2rg)[gcos(a^/ ?)^2gco8g(sin«4-/co8a) ] 
^ ~~ "" ~ (a — (/— /t)rcosa)(P + 2p) -*- (AP -*- 2 r(j)(sina -f-/cosa) 

Auch ist wieder 

und vermöge (5) 

2A r =Z + 2ßcosa , 
so wie aus (5 u. 6) 

2Q.U— r (f-/u)Z + /cosa. 2 Q) . 
Um die gefundenen Ausdrücke genau zu machen und die Auflösung der 
Gleichungen (B) zu vervollständigen, hat man die Wurzelgrösse ]/(l + y 2 ) im 
Exponenten (jl auf gleiche Weise wie bei der rollenden Bewegung (§. 13) zu er* 
ganzen ; und zwar ist hier 
9( = 2rQ(ATcos(a + /S) 4- JPcosa(sina 4- /cosa)) , 

P AP -4- 2rf) 

83 =/ |(Ccos a — aKsmß) +/ !1I -^r= I -Kcos{a + ß) 
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H — sr (aXcos^S— - Csina — frKcos(a + ß) 

+ (sina +/cosa)[(a — frcosa)P — (hP + 2r Q)sina] , 

1$ s= — j — (Ccosa — aKsitiß)+ =? [Kcos(a+ß) — 2Qcosa($ina-iycosa) j 

zu setzen. 

§.23. 

Wird in den Ausdrücken der Zugkraft K ($.22) derWerth ffür gleich- 
förmig fortschreitende Bewegung (§. 21) gegeben, so wird J5T = f und es 
müssen säramtliche Ausdrucke des ersteren Paragraphen in die entsprechenden 
des letzteren übergehen. 

Wenn die Achse an den Rädern fest ist, so ändert der Coefficient cp sein 
Vorzeichen in den Gleichungen (B, 4 u. 5), und .behält es in der Gleichung (6 
§. 16) bei; was zur Folge hat, dass auch in den Ergebnisseif dieser Gleichungen 
das Vorzeichen des Coefticienten <p , soweit er für sich vorkommt, nicht aber im 
Exponenten /z, selbst nicht im ergänzten /u 9 zu ändern ist. 

Von allen aus den Gleichungen (B) abgeleiteten Ausdrücken , sowohl für 
beschleunigte, als für gleichförmig fortschreitende Bewegung, enthalten aber 
nur die Ausdrücke von E, F und G das 9 anders als in /<, und es folgt daraus, 
dass nur auf diese letzteren, nicht aber auf die übrigen Ausdrücke und die Grös- 
sen , welche sie vorstellen , der Umstand , ob die Achse an den Rädern oder am 
Korper des Fuhrwerks fest ist t einigen Einfluss hat. (Man vergleiche die An* 
merk, zu §. 16.) 

Für das Gleichgewicht der Ruhe ergeben sich die Ausdrücke aus denen 
((.21), indem man /und 9, also auch/z, gleich Null setzt: eben so wie sie aus den 
Ausdrücken für die gleichförmig rollende Bewegung ($, 17) hervorgegangen sind. 

dx 
Die Geschwindigkeit -*j der fortschreitenden Bewegung des Fuhrwerks, 

und die Winkelgeschwindigkeit u der Rader in irgend einem Augenblicke der 

d*x du 

Bewegung finden sich durch Integration der Gleichungen t^ = gX und ~^ 

= § U» in welchen für X und U die diesen Grossen entsprechenden Ausdrücke» 

und zwar für U 9 je nachdem die fortschreitende Bewegung gleichförmig odt*r be- 
schleunigt ist, der Ausdruck (§. 21) oder der (§. 22) zu setzen sind. Den zu- 
rückgelegten Weg x giebt dann eine zweite Integration der ersten dieser bei- 

CrellCi Joanal f. d. U. Bd. XL VI. Hrt J. 10 
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den Gleichungen. Die bei der Integration hinzukommenden Constanten hangen 
davon ab, ob das Fuhrwerk aus der rollenden Bewegung, oder aus dem Zustand 
der Ruhe in die gleitende Bewegung übergeht* 

Wenn sin« -h/cos a=0 oder tga = — /ist, so erhält man ^=^0; woraus 

folgt, dass, wenn /kleiner als der Quotient lydcr gleichförmigen rollenden Bewe- 
gung und die Bahn stärker geneigt ist, als unter dem der Gleichung tga = — / 
entsprechenden Winkel a, beim Bergabfehren die theilweise gleitende Bewe- 
gung des Fuhrwerks ohne Mitwirkung einer äussern Zugkraft von selbst sich be- 
schleunigt. 

$. 24. 

Werden in der Gleichung ?7 = (s — r)X, welche aus der Bedingungs- 

dx 
gleichung der rollenden Bewegung ru = jj ($. 9 u. 20) folgt, für U und X die 

entsprechenden Ausdrucke (§. 22) gesetzt, so findet sich daraus /= jy gleich 

dem Reibungsquotienten für beschleunigte rollende Bewegung; und eben so 

ergiebt sich aus der Gleichung U = f wenn U den bezüglichen Ausdruck 

R 

(§. 21) bedeutet, f gleich dem Reibungsquotienten jy für gleichförmige rollende 

Bewegung. Umgekehrt müssen die abgeleiteten Ausdrücke ($. 22), wenn man 

in ihnen statt /den Reibungsquotienten ^ für beschleunigte rollende Bewegung» 

und eben so die Ausdrücke (§. 21), wenn man in denselben jtatt/den Quotien- 

R 
ten jf für gleichförmige rollende Bewegung setzt, in die entsprechenden Aus- 
drücke der beschleunigten oder gleichförmigen rollenden Bewegung übergehen ; 
so dass die Gleichungen (B) von allgemeinerer Bedeutung sind, als die Gleichun- 
gen (A), und die rollende Bewegung zugleich als einen besondern Fall in sich 
begreifen. 

Die beiden Gleichungen X = und U = , X und U in Bezug auf 
die theilweise gleitende Bewegung genommen, führen daher, in Verbindung mit 
den Gleichungen (B), nothwendig nur auf die Ausdrücke der gleichförmigen rol- 
lenden Bewegung, und dadurch zu dem Schlüsse , dass bei theilweise gleitender 
Bewegung die fortschreitende des Fuhrwerks und die drehende der Räder nicht 
zugleich gleichförmig sein können. 
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Werden die Ausdrücke für beschleunigte» theilweise gleitende Bewegung 

($.22) (indem man fx =s r yQ . w %\ oder unabhängig von / annimmt), nach 
/diflerentiirt, so findet sich : 

dX r ^ r- -*- \i n d(2!»_d(P-D) n 

'7? — — L a + rQsina+^ucosa;] j^ % - - — — ^ — cosa == -(A-r)Pcosa jj* » 

wo M den Nenner dieser Ausdrücke bedeutet oder 

=*[* — (/— /i)rcoia](P+2Q)+(AP + 2rQ)(sina+/cosa) f 
und 

/T=(P+2Q)[(ÄP^-(a+r(sina+/icos«))20cosa— (asin£+#*cos£cosa)iTl 

+ (ÄP+2rß)iS:cos( Ä -♦-/?), 
also 

"" a(eosß+fdnß) «+- fioos£(staa+/co«a) - (/-/*)roos(a •*• /?) tur Ä ~ ^ 

ist. Man kann hiernach ^ als wesentlich negativ, jt? als wesentlich positiv 

betrachten, so dass bei abnehmendem/ die Grosse X zunimmt, U dagegen eben* 

falls abnimmt Es ist 

rfF = [AP^(d4-r(8ina4-ftCOSa))2g]COi<o-»'/y)[<i^r(gina^ J ueosa)] 

df laXJwsjT^^ 
wesentlich positiv, und V nimmt mit/* zugleich ab und zu. 



$.26. 

Werden ferner die Verhältnisse, welche das Entstehen der rollenden und 

der gleitenden Bewegung im Allgemeinen bedingen, in nähere Erwägung gezogen 

($. 2), so ergeben sich in Bezug auf die theilweise gleitende Bewegung folgende 

weiteren Schlüsse« 

U 
Da der Goefficient von e in dem Ausdrucke des Quotienten -»7 (§• 1&) als 

positiv zu betrachten öder j\ (bei positivem e) >| jBj l **> *° k«"* bei beschleu- 
nigter rollender Bewegung leichter als bei gleichförmiger ein Gleiten der Rädet 
vorkommen. 

Bezeichnet K f denjenigen Werth der Kraft K 9 Welcher den Reibungs- 

Ä 

quotienten jf für beschleunigte rollende Bewegung dem Coefficienten / gleich 

10* 
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U 

macht, so druckt, da -y mit K zugleich wächst und abnimmt, Ä}>/£oder 

K<K ft eben so wie/^-™, die Bedingung für das Entstehen der rollenden 

Bewegung, undÄ^-CüT oder K>K/ 9 eben so wie /< -^ , die Bedingung 
für das Entstehen der theilweise gleitenden Bewegung aus. 

K f findet sich = V+ — rä , 

' (5-i)«.«©+(^-/)S 

wenn 01 den Nenner a\P + 2 - (^-^(AP-H »s())(sina-H ^ueos«) der Aus- 
drücke (§. 14) bedeutet, und die Zeichen V % [2A']> [2fi] f £ und 3 in gleicher 
Bedeutung wie in (§. 15) genommen werden. 

Wenn, während das zweirädrige Fuhrwerk durch dieWirkung einer bestän- 
digen Kraft K % welche grösser ist als der Werth von ^($.12), sich in beschleu- 
nigter rollender Bewegung befindet, der Coefficient /kleiner wird als der Quo- 

tient tt der rollenden Bewegung, ohne dass K sich ändert , so muss dadurch die 

Beschleunigung der fortschreitenden Bewegung stärker» die der umdrehenden 
Bewegung aber schwächer, oder die Bewegung theilweise gleitend werden« 
Nimmt / weiter ab, bei einem solchen Werthe von K t so wird U gleich Null, 
für einen Werth von /, der sich aus den Gleichungen (B) ergiebt, wenn man 
in ihnen £/ = setzt, und welcher dem aus den Gleichungen (A) hervorgehen- 

den Quotienten j& gleich ist, wenn man in ihm s — r setzt. Die umdrehende 

Bewegung der Räder ist dann gleichförmig, während die fortschreitende an Ge- 
schwindigkeit fortwährend zunimmt; wodurch die Bewegung des Fuhrwerks 
immer mehr gleitend wird. Durch weitere Abnahme von f wird V negativ, oder 
die umdrehende Bewegung wird zu einer verzögerten , so dass sie zuletzt ganz 
aufhört und die Bewegung ganz gleitend wird. 

Eben so muss , wenn bei gleichförmiger rollender Bewegung der Coeffi- 

cient/ kleiner wird als der Quotient ^ dieser Bewegung, wodurch U einen ne- 
gativen Werth erhält» die umdrehende Bewegung langsamer werden und die 
Bewegung des Fuhrwerks nach und nach in eine ganz gleitende übergehen. *Die 

fortschreitende Bewegung wird in Folge dieses Herabsinkens von / unter # be- 
schleunigt und kann nur gleichförmig bleiben , wenn auch die Zugkraft K ver- 
hältnissmässig abnimmt. 
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Auch wenn die rollende Bewegung des Fuhrwerks nach Massgabe des 
Werths von K eine verzögerte ist oder X und U negativ sind, muss, wenn/" 

kleiner wird als ^ die Bewegung theil weise, und zuletzt ganz gleitend werden. 

Bei theilweise gleitender Bewegung und beständiger Zugkraft ist demnach, 
wenn die Rader sich gleichförmig drehen, die fortschreitende Bewegung eine 
beschleunigte, oder wenn die letztere gleichförmig ist, die umdrehende Bewe- 
gung eine verzögerte. 

Ein negativer Werth von V kann nur dazu dienen, eine vorhandene Um- 
drehungsgeschwindigkeit zu vermindern und nach und nach ganz zu vernichten. 
Die hiezu erforderliche Zeitdauer ergiebt sich au.« dem Integral der Gleichung 

d% tt 

di ** **• ^' ^ r ^ ann a ^ er n ' c ^ ie Wirkung haben, dass die Umdrehung der 

Räder die der rollenden entgegengesetzte Richtung annimmt, und nur wenn V 
einen positiven Werth hat, kann eine umdrehende Bewegung, sei es aus dem Zu- 
stande der Ruhe, oder aus dem der ganz gleitenden Bewegung, wirklich entstehen. 
Von dem Augenbücke an, in welchem die Umdrehung der Räder ganz 
aufhört und die Bewegung nur noch fortschreitend ist, treten wieder andere 
Verhältnisse ein , und es beginnt ein neuer Zeit-Abschnitt der Bewegung. Der 
Coefiicient <p, welcher nicht mehr mit seinem vollen Werthe zur Anwendung 

kommt, tritt nämlich nun, wie bei der rollenden Bewegung der Coefficient/, von 

R 
welchem nur ein, dem zu bestimmenden Quotienten jy gleicher Theil erforderlich 

ist und thätig wird, als unbekannt auf, und erhält seine Bestimmung durch die 
Gleichung (B, 6), in welcher U beständig gleich Null ist, d. h. durch die 
Gleichung 

(/- p)Z+fco*a.2Q äs , 
welche, da der hier anzuwendende Ausdruck von Z (§. 22) im Zähler weder /u 
noch <p enthält , nur den zweiten Grad erreicht, selbst wenn das ergänzte fi in 
Rechnung gebracht wird. Und der so bestimmte Werth des Coefficienten <p 
wäre auch bei der Bewegung von der Stelle aus in Anwendung zu bringen 
wenn durch den vollen Werth desselben die Grosse U negativ sich ergeben sollte. 
Wenn /= ist und die Bewegung aus dem Zustande der Ruhe anfängt, 
so ist sie ebenfalls ganz gleäend, oder die Winkelgeschwindigkeit u beständig 
gleich Null, und in den Gleichungen (B) und deren Ergebnissen ist in diesem 
Falle, ausser/, auch 9 und fi gleich Null zu setzen; nicht aber, wenn/=0 
wird, nachdem die Räder bereits in drehender Bewegung sich befinden. 
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§. 26. 

Die Bewegung mit gesperrten Rädern, wplche sowohl beschleunigt als 
gleichförmig sein kann , macht endlich noch einen weitern Fall der ganz gleiten* 
den Bewegung aus. Dieser Fall, in welchem das ganze Fuhrwerk nur ein ein* 
ziges System fester Korper bildet, und für welches die Gleichungen (B 4, 5 
und 6) wegfallen und die Zahl der zu bestimmenden Unbekannten auf drei, näm- 
lich X, D, N oder K, D, N sich beschränkt, erfordert eine besondere Auflosung 
der Gleichungen (B, 1, 2 u. 3), in welchen V = ist. Man findet für die be- 
schleunigte Bewegung : 

[q(cog/9+/sin/?)+ ncos/9(s inq+^ 

X — " ä(P+20)^(sina+/cosa)(ÄP-f-2r<?) ' 

D — P a (P+ 20) + (sin a+fcosa)(hP+<lrQ) * 

o nr— ( P+*Q+ ) [ (ftP-H(g-Hr s ing)2 ())costt— (asinft + ncos/fcos«) ff] ■+- (JUP-fr-2rg) Kcos(a-hß) 
2fl~- a(P + 20)+(sina+/cosa)(AP-f-2r(O f 

und für die gleichförmige Bewegung: 

r (sina 4»/cosg)[6P-i-(a-»-rsintt)2g] 
a(eos/?+/sin/9) -f-*cos/9(sina -h/cos <x) ' 

(6PH-rsina.2p)(cos^-f-/3in / ?)-.(sina-i-/cosa)ncos/?.20 



D = P- 



2iK= 



a(cos/?-f-/süi^) + iico8^(sina H-/cosa) 
cos(a-f- ß)lbP •+■ (a +• rsioa)2<?] 



a(cos/S-f-/sin/?)-f-ncos/?(8ina-l-/cosa) • 
Auch in dem Falle , wenn nur ein Rad gesperrt ist , wird man , sofern 
anders dadurch die Voraussetzung (§.4), dass sammtliche auf das Fuhrwerk ein- 
wirkenden Kräfte und Widerstände als in einer und derselben Ebene liegend 
betrachtet werden können, nicht zu sehr gestört wird, zur Losung aller, das 
Gleichgewicht und die Bewegung des Fuhrwerks betreffenden Fragen, auf welche 
hier nicht näher eingegangen werden mag, auf dem im Vorigen betretenen 
Wege gelangen können. 

Zweites Gapitel. 

Das vierrädrige Fuhrwerk erster Art (mit fester Verbindung der Gestelle). 

BraelelMMMMraa« 

§. 27. 

Der Punct, von welchem ab der Weg x der fortschreitenden Bewegung 
des Fuhrwerks gerechnet wird, ist der Punct, in welchem beim Anfange der 
Bewegung das Hinterrad die Bahnlinie berührt. 
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Die Buchstaben a, /?, P, K % g haben die gleiche Bedeutung, wie beim 
zweirädrigen Fuhrwerk (§, 7); eben so die Buchstaben n, /*, /', c\ und die Ab- 
stände n, i\ c werden von dein Puncte an gerechnet, in welchem das Hinterrad 
und die Bahnlinie sich berühren. 

Die Buchstaben N, R. E, F, G Q, u, r,q,f 9 <p, k sind ebenfalls in dersel 
ben Bedeutung genommen» wie beim zweirädrigen Fuhrwerk, und beziehen sich 
auf die Hinterräder. Die Buchstaben mit Beistrich N l9 R lt Ex, F lt G l9 Q l9 
**it r i» Qi> fit 9i> ^1 beziehen sich dagegen mit der gleichen Bedeutung auf die 
Forderräder f wie die ohne Beistrich auf die Hinterräder. 

e ist der in seiner Projection auf die Bahnlinie genommene Abstand zwi- 
schen den unter sich parallelen beiden Axenlinien. 

1 d*x l 2 

Als Abkürzungen werden die Bezeichnungen X für r'^Tt ^ für r-i — > 

$1 für T| + -J- , V fflr — --^ und U % für -—• -^j stehen. 



Rollende Beweimtf» 

§. 28. 

Das vierrädrige Fuhrwerk erster Art besteht aus drei verschiedenen Syste- 
men fester Korper. Das ganze Fuhrwerk, mit Inbegriff der Last und der Räder, 
wird als das erste, das hintere Räderpaar als das zweite, und das vordere Räder- 
paar als das dritte System betrachtet werden. 

Um die Bedingungen des dynamischen Gleichgewichts durch Gleichungen 
darzustellen, werden die Kräfte und Widerstände, wie beim zweirädrigen Fuhr- 
werk ($.8), für jedes System nach der Axe der x und einer darauf senkrechten 
Richtung zerlegt, und es wird zum Mittelpunct ihrer Momente für das erste Sy- 
stem der I$erührungspunct zwischen dem Hinterrade und der Bahnlinie, und für 
jedes der beiden andern Systeme der Mittelpunct des Rad-Umfanges, durch 
welchen die Axenlinie des Systems geht, genommen werden. 

Werden demgemäss die Beschleunigungen der fortschreitenden und um- 
drehenden Bewegung, der Widerstand der Reibung an den Rad -Achsen und 
die Momente der Beschleunigungen und dieses Widerstandes, so wie die übrigen 
einwirkenden Kräfte und Widerstände und deren Momente, in Uebereinstim- 
mung mit den Grundsätzen, welche beim zweirädrigen Fuhrwerk (§. 8, 9) An- 
wendqng fanden, in Rechnung gebracht, so ergeben sich 
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(C) folgende Gleichungen der rol/enden Bewegung, 

dx 
bei welcher ~n =s ru = r t u k ist, unter der Voraussetzung, dass die Achsen am 

Korper des Fuhrwerks fest sind, und zwar für jeden Augenblick der Bewegung 
1) JTcos£ -2Ä- 2Ä,- (P + 2 Q + 2 Q,)(«na + JT) —0, 
2)Xs\np+2N+2IV l —(P + 2Q + 2Q l )cosa =0, 

3)ncos/S.Ä+cP— rsina^Q+^cosa— r,sina)2^) 1 -f.2Ai-(ÄP+25Q4-25 1 Q 1 )^ s=:: 0. 
4) 2 E(G + y) — 2Ä - 2Q(sin a + A) = 0, 

5)-2JS;(l-9<5)+2^-2Qcosa =0, 

6) r.2Ä - «*><? 2E\(l + G*)-2Q(s- r) X = 0, 

7) 2JE l (G J +. T .)-2Ä l -2(> t (sina-f X) = 0, 
8)— 2E t (l—n^ l ) + 2JV 1 -2Q 1 co&a =0, 
9) TJ.2Ä! - y lV ,.2£i V(l + <??) - 2<>, <* - r,) AT = 0. 



$.29. 

Bei beschleunigter Bewegung sind X, R, Rg, JV ', N lt E, E\,O t G t die 
durch diese Gleichungen zu bestimmenden Grössen, und bei gleichförmiger Be- 
wegung ist statt X, welches als verschwindend wegfällt, K zu suchen. Die Zahl 
dar Gleichungen ist daher für beiderlei Bewegungen zur Bestimmung der Unbe- 
kannten ausreichend und nothwendig. 

Nach dem Vorgänge des beim zweirädrigen Fuhrwerk ($. 11) angewen- 
deten Verfahrens setze man nun, um die Gleichungen (6 u. 9) linear zu machen, 

wieder P^rjj »*•** V(*+ G *)\ «*«» » ^fl-TeS) statt VC 1 *»" 6 *). « nd "» 
Abkürzung : 

2E(G + y)«r, 2£(l- 9 >G)a=Z, 

2E^G,+9i) = *i , 2 £,(1 - y,G,) = Z x , 
wodurch sich 

ergiebt und Y, Y lt Z,Zt an die Stelle von E, EyG, G t als Unbekannte treten. 
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§. 30. 

Unter diesen Annahmen hat man zunächst für gleichförmige Bewegung 

nach (1.4 und 7) Y+ Y t = Kcosß — Psina, 

nach (2, 5 und 8) Z+Z x = Pcosa — Ksinß, 

nach (3 und 8) eZ x = JB+llcos/?.ÄT r wo B=cP-2(rQ+r l Q l )sma ist, 

nach (4 und 6) Y — /aZ — 2Q$\na, 

nach (7 und 9) T, — jul x Zi — 2Q 1 sina, 

und findet hieraus 

e P(sin a -h uc osa)-h 2(Q -+- Q t )etSma — Q* — ftj B 

e(cos^ •+• /*sin/?) -»-(/* — ^,)#ioos/? ' 

wenn l^den Werth von AT bezeichnet, welchen die gleichförmige Bewegung 

erfordert; ferner 

^[«PcosCa-h/^-ncos^PCsina-H/ijCOSa)— £(cos/9+/< 1 sin^]+2Qsinacos/?(e~/*ift) 

— 2Qi sin a. jll (n cos ß^ esinß) 

_ "7(coi/9-*- i usinÄ-i-(^--^ 1 )iicos^ 

« e PcosQg-i-ff) — ncos/9. P(8ina^^ 1 cosa)~Bcos,^ i u ] sin / ?)~2(^H-Q 1 )8inQ<ncos/?~hfsin/g) 

ccosß+ psinß)-i-(ii — fijncosß * 

fj l [B(cos ß -*- jisinß) -i- ncosß. P(sin<* -h pcosa)] 4- 2Qsina . ft x ncosß 

Y +2 Q 1 8ina\e(co8ß+ fisinß) -j- u ncosß] 

1 • f (cos/? -h fcsinß) -hijbL — fijncosß » 

^( cos^H-jusin/g) + nco s / g.P(sing-f- i ucos«)-f-2(QH-Q 1 ) sina t nco8/g 

1 e(cos/$4- ,a sinJS) H- (a — pjncosß • 

wozu noch weiter 

nach (4 und«) 2Ä = !T~2Qsina = ^Z # nach (5) 2N= Z+2Qco$a f 

nach (7 und 9) 2Ä, = Y t — 2Q t sina = /u l Z 1 , nach (8) 2 N x = Z l +2Q l cos a 

kommen. 



§. 31. 

Für eine horizontale Bahn oder 'für a = ist insbesondere, wenn der 

Kürze wegen 

A statt [(e — i)cosß — /Xi(ncosß+ ismß)]P 9 

A x statt [/cos^ + / a(/icos^4- jsin/8)]P und 

s statt des Nenners e(cosß 4- /zsin/J) -f- (,u — /u x )n cos ß 

gesetzt wird: 
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2Ä = 


A 


2N = 


7 + 2(2. 


2E = 


1 + cp(i A 
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2ir l = -?+2Q l , 

und diese Ausdrücke werden, wie aus (§. 10) erhellet, genau, wenn man im Ex- 
ponenten //. die Wurzelgrösse p^l + cp a — VT//' unc ^ e ' >en so ' n /*» ^' e 

Grösse V (1-4- g>?) durcli )/(l + yj - O^ 1 )*) ersetzt. 

Für geneigte Bahnen hätte man dagegen, um die Auflosung vollständig 
und die gefundenen Ausdrücke genau zu machen, wie aus den Erörterungen 
(§. 13) hervorgeht, aus den beiden Gleichungen 

oder aus den Gleichungen 

(« , +e , )r a +2^»r = (i -rV)€»-(^)\ 
(«?+ 6?)r?+2^ l » iri = (n-9,;)6?-(^y, 

in welchen die Zeichen y,83,6 auf die Hinterräder« die Zeichen y 1 ,95 l ,(£ l auf 
die Vorderräder in der (§. 13) angegebenen Bedeutung sich beziehen, die Wur- 
zeln y und y x zu entwickeln und in /m und /x t an die Stelle von ]/(l -f- <p*) und 
^(1 +9?) zu setzen. Da jedoch die Grössen 58 und (& den Exponenten /z,, 
die Grossen S$| und ©i den Exponenten fx enthalten, so wird man zu Vermeidung 
der durch die höheren Gleichungen, zu welchen diese Operation führt, entste- 
henden Schwierigkeiten, und daj/(l-hcp 2 ) und j/(l-hcp?) bereits ziemlich genäherte 
Werthe von y und y k sind, bei der numerischen Berechnung besser thun, den 
Weg der allmähligen Annäherung einzuschlagen; nämlich jede der beiden letz- 
teren Gleichungen nach (§. 13) für sich aufzulösen, die Werthe j/(l + <pj) und 
Y(l 4- cp*) in /x, und /* bei der ersten Berechnung von y und y t beizubehalten, 
und sie, soweit es angemessen scheint, nach und nach zu verbessern. Für diesen 
Zweck ist hier; 

41 = *Pcos(a+/J)-rtGos/J.P(siiia+/x,coa^ 

2Q 

B= j- sin acos/? (e — /u t n) , 
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20 

6=1 grsina(ncos/?+ e&\nß) , 

91, = 2?(cos/?-l- / usin/?) 4- ncosy!?.P(sina-t- / ucosa) 4- IQsma.nQosß ß 
©i = -=-* sin a [<? (cos /ff 4- /msm fi) -¥ fin cos /ff] , 

/*- , 2 <?i . 

(5, = 1 4--gr-sina.cosß 

zu nehmen. 

In dem besondern Falle jedoch, wenn g> = <p t , - = ^ ist und zugleich 

F Y 

F:F l = E: E x oder G = G t angenommen werden kann, wodurch « = 4* 

F-4- F 
= 2 . 3 wird, kann man zur Ergänzung von /ul — ft l% wozu man die Grössen 

F , Y t , Z f Z t nicht einzeln, sondern nur die Summe F-+- Fj , Z + Z x zu wissen 
nothig hat (§. 13), 

«l = Pcos(a+/ff), 

gj=2. — 57 — sin a cos p, 



6= 1- 2.^jp* sin a sin ß 



setzen. 



§•32. 



In Bezug auf beschleunigte rollende Bewegung ergiebt sich- aus den Glei- 
chungen 

(C) (1, 4 u. 7) r+¥ t = Kcosß - P(«n a + X) , 
(2, 5 u. 8) Z+ Z, = Pcosa — Xilnß , 
(3 a. 8) eZ x = C — (hP + 2sQ + 2s,Q t )X , 

wo CstattcP— 2(r()+r 1 () 1 )sina+ncos/8Jr gesetzt ist, 

(4u. 6) ¥-/uZ-2Q(sma+'-X). 

(7 u. 9) r, -fiZ, a 2 ß, (sin a +£ *) . 

und hieraus 

eK(co»ß -»• /*sin/9) — ePQtfna -t-/* cos et) — a»in<«-2(Q -<- Q,) -+- (u — ^,)C 

11* 



y — 
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a ( p "*-2* 0i)[«(Pco8a — Ksfa/S) — C] -h ^(AP+2*Q-l-2*i0i)[ir(cos^+^ l 8iii/5) 
— P(sina+"iCOSa)— 2 Öi rfn «1+2 ffsina r#(P+2 jr &) — (i x (ÄP+2# + 2*i 0i)J 
\-l' r Q le(Kcosß — (P -*- 2 Q^sin «) - jeC] 

(P + 2;0 + 2J^[«(Pcosa-2rsin#-C^ 

— P(sing -f- /c, cos*) — 2(Q + Q,)sin«] 

e(P+2^ + 2^öi) + (u-^i)(AP4-2*0 + 2f|ft) 

Mi ( p + 2* ö)C— |M l (AP+2#ö-h2#iQi)[Ä'(cos^-hi*sin 1 /9)— P(slna+ j ucos«)-2Qsina 

+ 2Q l fAna[e(P+^Q) + !i(hP + 2sQ + 2$ l Q l )]+2^Qi^^^ 

y — Ptsintt^^cos«) — 2 ff sin«) -t-ieC] 

*i — — — — — — 



Z =s 



z,= 



« (i*-»-t ;0-M J} Qt) + O - .«,)<* P+2«0 + 2*i 0i) 
(P-i-2jö+2?Q,)C-(AP+2«ß+2*,e,)[Ä(003 i ?+,asin / 9)-P(sin«+pcos«)-2((?+ö I )sinaJ 

• C + l\Q+ **0i) + (« - .«•) (A P + 2# Q + 2*. QO 
womit vermöge der Gleichungen (4 ••••9) lugleich auch die gesuchten 

2n=s-r — '2Q(nna + X) = <uZ-f-2()(*- 1 )A !, 
2JV = Z+2()cosa, 

2«,= !,- 2 &(««<*+ A) = ( a 1 Z, + 2Q 1 (J-l)j, 

2A r , = Z 1 -*-2() 1 cosa 

entwickelt sind. 

Die Ergänzung der Exponenten /x und fx x kann ebenfalls durch das im 
vorigen Paragraphen für die gleichförmige Bewegung angegebene Verfahren ge- 
schehen , und zwar ist 

8( =(p+2^ Q 1 )[e(Pcosa-Ksmß)—Q+(hP+2sQ+2s 1 Q l )[K(cos/3+fli l smß) 

— P(sina + / u 1 cosa) — 2Q l s\aa] , 

35 = ^f sina( <! (pt2^,)- / a 1 (ÄP^<2+25 1 ö I ))+^(A'cos/3-(P+2ö 1 )«na> / * 1 Cri], 

© = 1 -^[sina(ÄP+ 2sQ+2s t Q t ) -^[e(Pcosa- Ksinß) - C]] , 

% 1 — (p + 2;Q)C— (hP+2sQ+2s l Q l )[K(cosß+ l usinß) — P(sma+/ucosa) 

-2(>sina], 



4. v. Heim, zur Theorie der Bewegung der Räderfukrwerke. 85 

», = ^ l [sina(*(p + 2*Q)+^ 

— P($ina + /xcosa) — 2 Qsma) + /aC]J , 

<$ l = l+y£[sma(hP + 2sQ + 2s 1 Q l ) + '±c] 

zu setzen. 

In dem besondern Falle jedoch, wenn <p = 9,, - = -7 und F:F t = E:E t 
oder G = G t ist, wodurch ~ = ^- = ~ ~' wird, kann zur Ergänzung von 

*f = / > (Pcosa-Ä'smß), 

© ==2 ^^ Aina + 2.- — ^--(ÄTcos/?- Psina) , 

6 = 1+2.--^— 

gesetzt werden« 

§. 33. 

Die aus den Gleichungen (C) für beschleunigte Bewegung abgeleiteten 
Ausdrücke der gesuchten Grössen müssen, wenn man in ihnen Ul = V setzt, 
wodurch X zu wird, in die entsprechenden Ausdrücke für gleichförmige Bewe- 
gung (§. 30) übergehen. Und für K = V+c kann, wie beim zweirädrigen 
Fuhrwerk (§. 15), jenen Ausdrücken eine Form gegeben werden, durch welche 
unmittelbar ersichtlich wird, wie gross der dem Theile v von K zukommende 
Theil irgend einer der gesuchten Grossen ist. So findet sich 

2V-LivJ + l* p [e(P + 2 iQ-i-2h Ql ) +&-. H XhP + 2#0-H2#i(?i)][2iVr ' 

wo die Zeichen [3] und [3ij die Zähler, e den Nenner der Grössen Z und Z t 
(§• 30), 3 und 3j die Zähler der Grössen Z und Z x (§. 32) bedeuten. 

Auch ist, wie beim zweirädrigen Fuhrwerk, zu bemerken, dass diejenige 
Beschaffenheit der Bewegung, bei welcher die Beschleunigung, sowohl der fort- 
schreitenden Bewegung des Fuhrwerks, als der umdrehenden der Räder, gleich 
Null ist, oder diese beiderlei Bewegungen zugleich gleichförmig sind, eigentüm- 
lich der rollenden Bewegung angehört 
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Die Gleichungen (C) setzen voraus, dass die Rad-Achsen mit dem Körper 
des Fuhrwerks fest verbunden seien. Sind sie dagegen an den Rädern fest, 
so hat dieser Umstand, wie in (§. 16) gezeigt, nur die Folge, dass die Vorzeichen 
der Reibungscoefficienten g>, <j>,, soweit sie für sich (nicht in den Exponenten 
/«> f l d vorkommen, sich ändern, und dass demnach von den aus den Gleichun- 
gen (C) abgeleiteten Ausdrücken (§. 30 — 32) nur die von £, E l9 F. F t , nicht 
aber die übrigen ,• dadurch eine Aenderung erfahren. Wegen der Bedeutung 
von P 9 Q, Qif s und s t ist hier Aehnliches wie zu (§. 16) zu bemerken. 

Für das Gleichgewicht der Ruhe hat man nach (§. 30), indem man <p,g>i, 
/x,^ gleich Null setzt, wodurch R und Ri verschwinden, unter Anwendung 
der Bezeichnungsart (§.17): 

* — r~/5 «m a , 

cosp 

„ ePcos(a+ß)— [cf— 2(rg-i-r 1 p l )sinf<]cos/g— ncosßsina-P—tyQ-hQ^mabsmß+ncosß) 

lh — «cos/? ' 

2F° = 2()sina, 2#° = 2E° + 2Qcosa , 

2 w_ cP-2(rQ+r l Q l )sma + nsina(P-i-2Q-t-2Q l ) 

e 

2F° l = 2Q l s\na, 2AJ = 2E\ + 2 (J lC osa . 

$. 84, 

Nach Auflösung der Gleichungen (C) bleibt zur Bestimmung der Bewe- 
gung des Fuhrwerks, wenn sie beschleunigt ist, noch die nach den bekannten 

d*x 
Regeln auszuführende Integration der Gleichung -73- = gX übrig, in welcher 

für X der gefundene Ausdruck (§. 32) und in diesem für K der gegebene Werth 
der Zugkraft, wenn sie beständig ist, oder die bekannte Function der Geschwin- 
digkeit, wenn sie von dieser abhangt, zu setzen ist. 

Sollen die aus den Gleichungen (C) entwickelten Ausdrücke auf die Be- 
wegung rückwärts (§. 18) angewendet werden, so sind in denselben die Abstände 
e % i und c, so wie die Winkel a und /?, mit veränderten Vorzeichen zu nehmen. 

Dadurch wird z. B. 

_ <cos/?-ysinffiÄ+e(6intt-ftCOga)Pf(^^ 

_ a(P+2;0+**0i)--O'-pi)(*P + 2*0-*- 2*t fr) 

_ eQuCQgg — sinoQP — Qu — f*Q[cP — 2(rß-Hr l fr)sin«] — esinef 2(ß4-fr) 
" e(cos/?— /isin^) — (ja — u^ncosß 

Die Kräfte K und V haben nun (bei positiven Werthen), wie die Bewe- 
gung selbst, die Richtung von der vorderen Achse gegen die hintere Achse, und 
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in den so veränderten Ausdrücken ist der spitze Winkel a bei absteigender Be- 
wegung positiv, der spitzeWinkel/? aber, unabhängig von der Seite, nach welcher 
die Zugkraft wirkt, positiv, wenn sich die Richtungslinie dieser Kraft, von ihrem 
Durchschnitt mit der Richtungslinie der Bewegung an, auf der rückwärts gekehr- 
ten Seite» (nach der die Bewegung Statt hat), unter die letztere- Linie »enkt. 

Was in (§. 19) beim zweirädrigen Fuhrwerk über den Einfluss der abso- 
luten Grosse der Reibung zwischen den Rädern und dem Boden auf die rollende 
Bewegung, und über den Einfluss des Trägheitsmoments und des Gewichts der 
Räder auf die gleichförmige rollende Bewegung gesagt ist, gilt auch vorn vierrä- 
drigen Fuhrwerk. 

Der Ausdruck V — '• -P (§. 31) zeigt, dass auf horizontaler 

Bahn die zur gleichförmigen rollenden Bewegung erforderliche Zugkraft, wenn 
die Exponenten /m und /ul x einander gleich sind, von der Lage des Schwerpuncts 

unabhängig und gleich » . g ist , und dass dagegen, wenn /u. und fi\ ver- 
schiedene Werthe haben, dieses Kraft-Erforderniss um so grösser wird, je weiter 
der Schwerpunct von der Achse, in Bezug auf welche der Rad-Effects- Exponent 
den kleineren Werth hat, gegen die andere Achse sich entfernt. 

In Bezug auf den Winkel ß, welcher die Kraft V zu einem Kleinsten 
macht, findet sich : 

tang ß = j^r^ZTj^y daher ' wenn /" = <"i "»*» lg/? = V* • 
Bezieht sich n if mit derselben Bedeutung, auf die vorderen Räder, wie n auf 
die hintern Räder, oder ist n = n x — £tgß, so hat man : 

e oder e(cosß+^usiüß) + (ji — ju^ncosß = ^(cos/8+/iisin/S)+(/i — /u^ n % co%fi f 
und findet für den kleinsten Werth von V\ 

ör e-*-(jt*— ^t)n, 
Für den Winkel a, unter welchem ein vierrädriges Fuhrwerk erster Art 
in der Bewegung abwärts seine Geschwindigkeit von selbst, ohne Zuthun einer 
äusseren Kraft, gleichförmig beibehält, ergiebt sich aus der Gleichung V = 0: 

l>g — fr» — t*t)i]P 

! 6 a — e(P-h2Q-h2Q l ) + {u-u l )(hP + 2rQ + *r l Q l y 

(Die Fortsetzung folgt im nächsten Heft ) 
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5. 

Ueber die Verwandlung der Kettenbrüche 

in Reihen. 

(Von dem Herrn Dr. Heilermann so Trier.) 



Im 10. und 18. Bande dieses Journals hat Herr Prof. Stern die Formeln 
entwickelt, mittels welcher ans dem Kettenbruch 

F(a 09 a n ) = l:[ö +x. k (a,+^r:(fl 1 + +x:a n ] 

die Reihe JSA a x a = A +A l x+A 2 a? + u.$. w. 

hergeleitet wird. Ich habe dieselbe Aufgabe behandelt, und bin dabei von den 
Gleichungen ausgegangen , welche mir (Band 33) zur Ausführung der umge- 
kehrten Umformung dienten und dieselbe sehr leicht machen. 

Die Einrichtung des Kettenbruchs giebt bekanntlich, in den Zeichen 
welche Herr Stern einführte: 

F (a , a m ) = 2(a x , aj*, . af : 2(a , a^ . x* , 
und es ist nun 

OD 

2A a . x a = 2{a u ö,)* . x* : 2(a % , a^ . x a , oder 
o 

2A a .x a 2{a ii ,a n ) %a .x a = 2{<h><*Ji*x a 
zu setzen. 

Hier müssen im Producte links und in der einfachen Reihe rechts, die 
Coefficienten von denselben Potenzen vonrr einander gleich sein; also muss sein: 

(1.) (oi,a,)* = 2A a (a %9 ä^ cond. a + ß = s. 

Setzt man hier der Reihe nach s = 0, 1 , 2, 3, u. s. w., so erhält mau folgende 
Gleichungen, welche zur recurrirenden Berechnung der Coefficienten A dienen 
können : 

(2.) fa 1 ' a ^ A = A *{ a * » °-)4 +^i (* o . ***)% + A 2 (a , a n )„ 

\<h><**) 9 = Ai(a 99 a») 6 +A l (a qf a n ) A +A 2 (a 99 a n ) 2 + ^ 3 (tf e ,ön)o 

(flitö a )a, = A^a 9t a n ) %t +A l (a 0p a n ) 2 ^ t + +A(a 0t a n ) 2 +AXo 0f a n \. 
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Aus jeder von diesen Gleichungen kann man einen Coefficienten A be- 
rechnen, wenn die vorangehenden bekannt sind. Erwägt man, dass die Umfor- 
mung für alle Werthe der Theilnenner a gelten soll, so darf auch bei der 
Berechnung von A, der Theilnenner a^. x = od gesetzt, also der Kettenbruch 
I\a ,a n ) bei dem Nenner a s abgebrochen werden. Dadurch ergeben sich statt 
der Gleichungen (2) die folgenden: 

1 = A (a 0$ a ) 

= A -K4(**,ai) 9 

|0 = A x (a , a 2 } 2 + A 2 (a , a 2 \ 

(3.) < ~ Al "*" ^*( a ° ' *0» + A ^< a * > a *>* 

|0 = A 2 (a 0t a 4 ) 4 + 4 3 (a %t a 4 ) 2 -t-A 4 (a 0t a 4 ) 

welche alle leicht aus der Gleichung (1) folgen und weder zu ihrer Herlei- 
tung noch zu ihrer Begründung das bekannte Kästner sehe Verfahren erfordern. 

Da die Gleichungen (2) sowohl, als die (3), zur unzweideutigen Bestim- 
mung der Coefficienten A hinreichen, so muss das eine System von Gleichungen 
eine Folge des andern sein. Diese Folgerung will ich auch durch Rechnung 
begründen. 

Die erste der Gleichungen (3), nämlich 1 = A Q a 9 , geht in die (2) über, 
wenn man sie mit (a lf a m ) multiplicirt. Wird aber die erste mit (a u a^ und 
die zweite mit {<h,a n ) multiplicirt und werden die beiden Producte summirt, so 
findet sich: 

(*if «Oi = 4 [(«*<>, «Oo(«*i>«Oa + ( fl a>«Oo] + ^i(*t. «Oe(*ii«Ot# 
welches , wegen (a 0t <Ot(fli ,o„) a + (th t u n ) = (a 0f a n \ 9 in 

(«*i * <Oi = ^o («* o > «Oa +• A x (ö , a„% 
übergeht. Giebt man weiter den drei ersten Gleichungen (3) der Reihe nach 
die Factoren (a lt a n ) i ; (a lf a n ) 2 ; (a lf a n ) und summirt, so erhält man: 

(o lt a^ 4 =AJ[a (a lf a n ) 4 ^a 2t a n ) 2 ^ 

=A (oo , o n ) 4 + A x (a , a n ) 2 + A 2 (o«, , a m ) . 
wenn man die Relationen 
ö«(«*i > «O4 + (p 2 , a B ), = (a Q , a n ) 4 ; 

(«*o>«i)o( fl at ö»)i+ (ö0ifli)a(fl3 > *»)• = «*o, «ifaa > «Oa + <*%{?* » *»)• + öa(«3 » <Ot 

= öo(ö| , «Oa+ («% • 0»)t = (<h, «Ol 

(«*t.«*a)o(«*3»«Oo == (<*o>«0© 
Crelle'f Journal f. d. M. Bd. XLVI. Heft 1. 12 
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betratst In derselben Weise fortfahrend, multiplicire man die vier ersten Glei- 
chungen mit (<h,a n ) 6 ; (a lf a n ) 4 ; (a l9 a m ) % ; (a ly a M \ f so erhält man: 

-hj4 9 (tiQ,a n )i(a 4 ,a m \, 
und daraus 

und zwar durch Anwendung der Gleichungen 

(fl#»öi)«(ot,ö»)4 t(ö©,öi)i(^Ä0i+( fl 4föi.)t = a*<*i(a2><**)4+<*Q(<*z <*,),+ o^tf, 0äiK<**ß& 

=(ög.ö 1 )e(fl, > ö«)i+(öo,öi)a(a3,a.)tt 
und dies Letzte ist wieder der obige Coefficient von A x in (ö M a») 4 und deshalb 

= («s»0»)*. 

So sind der Reihe nach die vier Gleichungen (2) aus denen (3) zusam- 
mengesetzt. Es ist auch schon durch Induction das Verfahren zu erkennen, 
welches die Allgemeinheit dieses Zusammenhanges darthut. Man multiplicire 
die 2 m ersten Gleichungen (3) der Reibe nach mit 

und addire die Resultate. Dies giebt 

^CönO*^)^^*!«^ 

+^»[(ö«)fl-^(fl»fnfl»)l« + (^O^m+lhio^^On)^^ + 

+ (*t > a**r-l)tm-2(P»m9 <Oo] 

+A*- a[(*ti "**-»)• (ö*— i i *»X + (* t * **— iM^s« i ö»)o] 
= ^t^(^e»ö^ u (a f ^,ö^ 4j ^. fc ^ 1 -f--^ 1 2:(ö ,a 1 ^ a ) 2Ä (öf*o ö«)4»-i«-4-t- 

wo sich das erste Summationszeichen auf die Werthe von bis 2m — 1 für ß 9 
und das andere auf die Zahlen von bis 2 m — ß — 1 für a bezieht 
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Um in ähnlicher Weise {a^a^)^ aus (2) zu berechnen, gebe man den 
ersten 2m + 1 Gleichungen die Factoren 

Oo<0<» ; 0*>0 4m _3 ; (fljm^)i ; (^n^, 

und summire. Dies gicbt 



+if m [(ö w a w ) (ö^ 1? ö a ) 2m t(o w a l ^ 1 ),(ö JII+w a.)*^-a + + (* wOi»(«Wna«)t] 



+^am[(ö 05 Oam)o(ö2«^nö»)o] 

+^^^^1) drO*»-2r-2tt-*- +^«m-2lCö w O ai(l 

(5.) = ^4/^(^0^^) 2a( ö ^+n°n)4m-V-2a • 

Nun ist: 

(ö# 1 °r+» )* (ör+M-1 9 a n)4m-7r-* = («0 9 ^r-M- 1)* • «**• • (<Wh-1 * *») 

oder, weil im zweiten Gliede rechts $>0 sein muss, also s + 1 statt s gesetzt 
werden darf, so ist 

Giebt man hier der Zahl s der Reihe nach alle Wert he, welche sie annehmen 
kann, von $ = bis s = m — r, und summirt alle diese Relationen, so erhält 
man 

Hier setae man weiter noch r — 1, r — 2 u s.w. bisl, statt r, und beziehlich — 1 9 
m— 2 u. s.w. bis m — r+1, statt m. Dies giebt der Reihe nach: 

u* s. w. 9 und wileUt: 

= (t7 t9 a.) tM ^.. 

12* 
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Werden diese Gleichungen, so wie sie unter einander stehen, addirt, so erhält 
man 

Durch die Anwendung dieser Relation gehen die Ausdrücke (4 und 5) in 

( a l 9 a nj4m-2 ~ ^ Aß \ a 9 a n)4m-1fi-2 J 

über,* und beide lassen sich nun in folgende Gleichung vereinigen: 

welche dieselbe ist, wie die allgemeine Gleichung (2). 

So fand sich denn durch Summation der m+1 ersten Gleichungen (3) die 
(m-f-l) t0 Gleichung (2), d. h. es wurden sämmtliche Gleichungen des letzten Sy- 
stems von denen des ersten abgeleitet. Hätte man nur m Gleichungen (3) sum- 
mirt, wie oben ausgeführt ward, und ihre Summe von der (m-f-l) lcn Gleichung (2) 
abgezogen, so wäre daraus die (m-hl) le Gleichung (3) hervorgegangen, oder es 
wären überhaupt sämmtliche Gleichungen (3) aus denen (2) abgeleitet worden. 
Es ist also auch durch Rechnung dargethan, dass für die Werthbestimmuiig des 
Coefficienten A m nur derKettenbruch bis zumTheilnenner a m in Betracht kommt. 

Für die Entwicklung einer Reihe aus einem unendlichen Kettenbruch 
genügen die Gleichungen (3). Wenn er aber mit dem Nenner a n abbricht, so 
müssen für die Berechnung der Coefficienten A n+l , A n + 2 u. s. w. andere ange- 
wendet werden. Sie ergeben sich sofort aus der Formel (1), wenn man darin 
i = n + r setzt. Dies giebt 

^SA a (a ^a^)2ß = cond. a + ß = n-Hr. 

Je nachdem nun n = 2ra — 1 oder n = 2m ist, giebt diese Gleichung: 

oder 

Im einen wie im andern Falle lassen sich durch ein leichtes Recursionsverfahren 
alle Coefficienten A finden, und auch die independeute Berechnung der Coeffi- 
cienten kann in ähnlicher Weise ausgeführt werden, wie es bei der Division 
zweier Reihen zu geschehen pflegt. 

Offenbar ist auch die Form des Rests dieser Verwandlung, wenn sie 
nach den Gleichungen (2 und 7) (bei endlichen Kettenbrüchen) ausgeführt wird, 
nicht wesentlich von derjenigen verschieden , in welcher sich der Rest bei der 
Entwicklung des Quotienten zweier Reihen zeigt. Gesetzt es sei aus dem Ketten- 

brach F(a ^a H ) die Reihe 2A a x a entwickelt worden, so ist 
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n+p 



2(flnfl»)k.^ = SAß.xP.Sfa, fl n )^ ..o^ coud./?-f-)/<rc+/;-f-l. 
Es ist aber: 

, . /cond.^+y</H-zH-lj ( cond.Ä+y >n+p ) 

also auch ' ' r 

2 A ß . a?. 2(a Q , a m \ . x r = -Z^ a 1 )i a .x a +2A fi .xP. -2(tf<„tf „V*^ coud.ß+y>Frt-p 
und weiter: 

oder 

(8.) F(p„a m ) = XAß.xP 2:( !a yjjf — cond. ß+y>n+p; 

und diese Gleichung ist hinreichend» um die allgemeine Form des Rests bei 
dieser Entwicklung rollständig ru bezeichnen. 

Ich habe früher ausser den Ketlenbrüchen von der Form F(a ^a u ) auch 
noch solche in Betracht gezogen, bei welchen die Theilnenner lineare Functionen 
einer Hauptgrösse sind, und habe namentlich dieselben aus F(a Q ^a n ) t also mit- 
telbar aus dem Quotienten zweier Reihen hergeleitet Nach dem Obigen liegt 
der Wunsch nahe, die umgekehrte Aufgabe für die zweite Form der Ketten- 
brüche gelöset zu sehen. Diese Form ist allgemein folgende: 

(9.) lifax+cJ — lifax+cd—liCbiX+cJ— u.s.w — :(b n a;+c n ). 

Damit aoeh der Kettenbruch (4. im Bande 43) diese Gestalt annehme, ist eine 
Umformung desselben nöthig. Es ist dort (§. 3) : 

n 

;=l " ^■•■*(«i-.«i)*f* 5=1 



• 

»-1 



# ** «i v/ . !. Ä _ fa 'flirte» «fr)» *i 

hergeleitet. Hieraus ist «schon das Gesetz zu erkennen, nach welchem die Coeffi- 
cienten der Theilnenner J£(a^ 1 ,tf^,) 2a ..r , "" a aus den Nennern a gebildet wer- 
den. Noch deutlicher aber geht es aus der Gleichung 
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hervor, welche zeigt, dass der Theilnenner JS(öi^. 1 ,a» s .i) aa .x 1 "* mit und mit 

dem Quotienten äu multipliciren ist > dessen Dividend der Factor von dem Reste 
2(/hr~\ 9 0^)1« . zt ,M " r ~ a und dessen Divisor der Factor von dem folgenden Reste 
-2 l ( ö 2M.itö /t ) 2l .07 ,,wwa ~ 1 ist. Nun ist der Factor von £(a Zr _i,a p ) 2a .x u ~*~* das Pro- 

duct: • • — — ; also ist der Theilnenner 2£(i*r-i,a*+*) la9 x lmm * mit 

dem Producte 

Olr+l a2r-3aar-7Ö2r-U Ö2^10*r-S<J2r-« """ «fr-M VÄar-SflSr-jOlr+ll / 

zu multipliciren. Werden hiemit die Coefficienten der linearen Function 
verbunden, so erhält man für die Reihe dei Werthe von r = bis r = n: 

Durch die Umkehrung dieser Gleichungen muss nun /'(tftjöWi) aus dem 
Kettenbruch (9) entwickelt werden, damit dann weiter aus diesem eine Reihe 
durch die frühern Formeln hergeleitet werde. Es ist: 



= 02rÖ2r^-l ö »H-» 



oder 

(12) ^ = 



ir # */M-I 



und hiernach könnten schon die Theilnenner mit geradem Zeiger recurrirend 
berechnet werden. 
Ferner ist 

• , /flir-i a*-%a*-9 \* 

und 6 r = 0» . I — — — — ■- 1 

0fe— l*4hr+l «V Vferrt • «2r-i/ O*. 

Folglich ist 

Ojtr+1 Ö r ^ <hr-l O r <hr-l 

(13.) «w* - «££?-* - 1: ^^-i) ' 
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Da ausserdem die beiden ersten Gleichungen (11), nämlich b = 3-(ö^öi)# = a o 

und c % =a r"(a 99 ai) 2 = t- die Coefficienten o Q = A und äj = — bestimmen , so 

lassen sich durch Anwendung der Formeln (12 und 13) alle Nenner a finden. 
Ferner ist nach (12) 

o, == — £ ss b x . cj und nach (13) 08=l'.(^.ö a — ~^==l:(c3c,— tf a )=l:^#(v l -l) 

<*« = ~g — fh{c.c x - l) 1 as=l:(^4-^=l:[c 1 (c a c 1 -l) a ^ i ( Vl -l)] 

ssl:(r # c x — l)(f 9 c x cfc— *• — *0 

ö« = £^1 = *3 (*• Ci €T t — c % — c,) a 0,1=1 {c^c^crcrctf-icfr-l Xc^jCa-Ca-r,)] 

Fasset man diese Ausdrucke durch Anwendung des Summenzeichens JE zusam- 
men, so erhalt man 
Oi « bOl—lYM)* -S(-l)Ws)i« «7 = l^-Wv^^-lKc^ 

Oi = M— l)Wi)^-l)Wi)»i *. = 1-4-1)WiV2(-1)Wi)>« 
O. es M(-l) Wo)*.^-l) Wt)* ö* = 1:^-1) Wik^-l) WO*. 
O. = * # öi = 1 : -2(— l^C^^J.. 

Die Induction fuhrt auf die allgemeine Form 

(1 4.)o^ f J^-l) Ä (r w c^ 1 ) aa .^(-l) a (Ci^^i)aa «wi-1^-1) W^-i)* -2<-l) a (^^)a«; 
und .in der That folgt aus (12), wenn diese Ausdrucke als richtig angenommen 

werden : 

und aus (13): 

^ — ^(— l) a (^^l)»«.-2(— l) Ä (^0^r)2a] 

s= 1:^(— l)*^,^.^— l)*(r„,Oi« 

Diese Ausdrücke stimmen mit denen (14) überein, wenn man in densel- 
ben r— 1 statt r setst. Wenn also die Formeln (14) für a* und a tMrX richtig 
sind, so sind sie es auch für n»+a und a*^; und da sie oben für a^a^at und 
a l9 <^ 9 o s gefunden wurden, *> gelten sie für alle Theilnenncr a. Der so erhal- 
tene Kettenbruch Fia^a^+d, in welchem zudem x~* statt x steht» kann nun 
weiter nach* den F orme ln (§. 1) in die Reihe 2A a jT* verwandelt werden. 

Trier j m Januar 1852. 
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6. 

Lösung einiger Aufgaben aus der Axonometrie; 

mit besonderer Berücksichtigung der Anwendung 

derselben bei bildlicher Darstellung der 

Zwillingsloystalle* 

(Von Herrn Gustav Zeuner, Berg -Ingenieur m ChemniU.) 



JLlie Axonometrie, welche ihren Namen und ihre mathematische Be- 
gründung dem Herrn Professor TYeisbach zu Freiberg verdankt, ist diejenige 
Parallelprojection , welche alle Eckpuncte eines bildlich darzustellenden Gegen- 
standes auf drei aufeinander rechtwinklig stehende Coordinaten-Axen bezieht und 
das Axensystem so gegen die Bild -Ebene bringt, dass die Projectionen gleicher 
Theile der Coordinaten-Axen auf der Projections Ebene in einem gegebenen Ver- 
hältnisse stehen. Nachdem das Axensystem in dieser Art auf die Bild-Ebene proji- 
cirt worden, lässt sich jeder Punct des darzustellenden Korpers im Bilde dadurch 
bestimmen, dass man die Coordinatcn desselben auf die projicirten Coordinaten- 
Axen in der denselben entsprechenden Verjüngung aufträgt und mit den drei 
Coordinaten ein Parallelepiped beschreibt, dessen ausserhalb der Coordinaten- 
Axen liegender Eckpunct die verlangte Projection des Puncts ist. 

Es kommt demnach bei der axonometrischen Darstellung eines Gegen- 
standes zuvorderst darauf an, das Axensystem mach dem hier oben angegebenen 
Gesetze auf die Bild Ebene zu projiciren. 

Die Lösung dieser und einiger anderer Aufgaben , die sich an die erstere 
anschliessen, ist der Zweck des gegenwärtigen Aufsatzes. 

Aufgabe I. 

Die drei auf einander rechtwinklig stehenden ArenOX, OYu. OZ (Taf. III. 
Fig. 1) sollen so gegen die Bild-Ebene PQ gebracht und auf dieselbe projiort 

CreUe'f Journal f. d. M. Bd. XLY1. Heft 2. 13 
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werden, dass die Projeclionen OX\ OY 4 und OZ 4 gleicher Tbeile dieser Axen 
in dem gegebenen Verhältnisse 1 : m : n stehen. Es sind die Neigungswinkel 
XOX\ TOT 9 und Z07J der drei Axin gegen die Bild-Ebene, die Verjüngungs- 
verhältnisse, d. h. die Verhältnisse der Axenprojectionen zu den Axenlängen selbst, 
und die Winkel anzugeben 9 welche die Axenprojectionen auf der Bild -Ebene 
unter sich einschliessen. *). 

Auflösung* 

Setzt man die Axen OX = OY == OZj= 1 und ihre Neigungen gegen 
die Bild-Ebene: 

XOX 4 -a , TOT'=zß und ZOZ 4 = y, 
so ergiebt sich für die Projectionen : 

OJT' = cosa , OY 4 — cos/3 und OZ 4 = cosy . 
Der Aufgabe gemäss ist aber das Verhältniss der Axenprojectionen: 

OX 4 : OY 4 : OZ' = l:m:ni daher: 

cosa : cos/5 : cosy = 1 : m : n; woraus 
cos/? = mcosa und qosy = /icosa folgt. 
Die drei Axen im Räume schliessen mit der Linie ON, welche normal auf der 
Bild-Ebene steht, die Winkel 

XON = a 4 ; YON—ß 4 und ZON=zy 4 
ein* 

Nach der analytischen Geometrie wird der Zusammenhang der Winkel 
<x', ß 4 und y 4 durch die Gleichung 

cos*a/ 4- cos*ß' + cos**/ = 1 
ausgedruckt. Da nun diese Winkel die Complemente der Winkel a, ß und y 
sind, unter welchen die Axen gegen die Bild-Ebene geneigt sind, so erhält man 

sin*a + sin*^ff -f- sin*y = 1 . 
In diese Gleichung die oben für cosß uud cosy gefundene Werthe ge- 
setzt, giebt: 

1 — cos*a + 1 — rn 2 cos 2 a +1 — /**cos*a = 1 , 



*) Diese Aufgabe, deren Lfoung hier vorausgeschickt werden musste, weil sich die nScbslen Auf- 
gaben darauf stützen, bat zuerst Herr Prof« Weisbach in dem Aufsatze: „Die monodimetrische und ani- 
sometrische Projectionsmethode" in den polytechnischen Mittheiiungen von Voh und Karmarsck Bd. I 
S. 125 bis 136 bekannt gemacht. Eine von der vorigen etwas abweichende Auflösung, mit Hülfe der 
ebenen Trigonometrie, bat der Verfasser des vorliegenden Aufsatzes in einer Abhandlung: »Die Anwen- 
dung der Axonometrie auf die bildliche Darstellung der Krystallgestalten ", Berg- und Hüttenmännische 
Zeitung 1852. No. 24 and 25 gegeben. 
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worauf 

(1.) cosa = \ r^i-fTj 

(3.) cos y = n . ]/ f ^^^ g 

folgt. 

Diese drei Gleichungen geben sowohl die Winkel, unter welchen die drei 
Axen für das gegebene Verhältniss der Axenprojectionen gegen die Bild-Ebene 
geneigt sind, als auch durch die Cosinusse der berechneten Winkel die Verhält- 
nisse der Axenprojectionen zu den Axenlängen selbst. Gleichzeitig sieht man aus 
den gefundenen Gleichungen, dass die Wcrthe m und n gewissen Bedingungen 
entsprechen müssen. Die Gleichung (1) gab 

t 2 

cos'a =s i , — i ~r"Zt» woraus 

cos*a(l+m* + 7>*) = 2 

folgt Da cosa stets kleiner als 1 ist, so muss, damit dieser Gleichung genügt 
wird, 

I + m a + n*>2 oder 
m*>l-7i 2 
sein. Eben so folgt aus der Gleichung (2) die Bedingung 

m 2 <l-*-n* 
und aus der Gleichung (3): 

m*+l>n a . 
Es zeigt sich aus diesen Bedingungen für m und n y dass diese Grossen nur 
zwischen engen Grenzen liegen können. 

Der zweite Theil der Aufgabe ist: die Winkel X'OY' = 9 ; Y'OZ 4 = ib 
und Z'OX' = Z zu finden» welche die Axenprojectionen auf der Bild-Ebene 
einschliessen. 

Zur Bestimmung des Winkels X'OY* = 9 beschreibe man von O aus 
das sphärische Dreieck XNY f so dass zwei Eckpuncte desselben in die betref- 
fende Axc fallen und der dritte Eckpunct in die Normale OA zu liegen kommt. 
In diesem Dreiecke ist für den Winkel XNY y nach den Sätzen der sphärischen 

Trigonometrie: 

cosXF- cosXAT-eosFJV 



cos. XNY = 



sin XN- sin YN 

13 
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Aber der sphärische Winkel XNY ist = X'OT = g>; ferner ist XI = 9O ; 
XN = 90 — a und JT7V = 90 — /?, also verwandelt sich die Gleichung in fol- 
gende : 

rina-sintf . 

coscp s= — zzzzr^Tä oc «er 
* cos a- cos p 

(4.) cos 9 ss — tanga.tang/S, 

und analog : 

(5.) cos xp ss — fang/? . tangy , 

(6.) cos* ss — tangy.tanga. 

Da diese Formeln zu ihrer Benutzung die trigonometrischen Tangenten 
der Winkel a, ß und y bedürfen, die Formeln (1, 2, 3) aber die Cosinus der 
Winkel geben, so muss man sie mit Hülfe der goniometrischen Formel 

tang a = r V cos*« / um ^ ormen « Es gehen dann die Gleichungen (4, 6, 6) in 
in folgende über; 

(7.) cos 9 ss ^ , 

(8.) costfi = — 2^ und : 

(9.) cos* ss — 2^ . 

Diese lezteren Gleichungen dienen dazu, aus dem gegebenen Verhältnisse 
der Axenprojectionen l:m:n unmittelbar die Winkel zu finden, welche diese 
Projectionen auf der Bild-Ebene unter sich einschliessen. Hat man jedoch nach 
den Gleichungen (1,2,3) die Winkel berechnet, welche die Axen im Räume mit 
der Bild-Ebene machen, so ergeben sich die Winkel 9, fx und X leichter durch 
die Gleichungen (4, 5, 6). 

Anmerkung, Axonometrische Darstellungen, bei denen die Axenpro- 
jectionen das Verhältniss l:m:n haben, nennt man, nach dem Vorgänge JVeis- 
bachs, anisometrische Projectionen. Am häufigsten kommt, besonders beim 
Krystallzeichnen, das Verhältnis* 1:0,9:0,5 vor. Für diesen Fall giebt die Rech- 
nung für die Winkel, welche die Axen im Räume mit der Bild- Ebene ein- 
Schlüssen: 

*ss9°50' ; £ = 27°31' undy = 60°29'; 
ferner für das Verhältniss der Axenprojectionen zu den Axenlängen selbst , oder 
für die Cosinusse der Winkel : 

cos a ss 0,9853 ; cos ß ss 0,8868 und cos y ss 0,4927 ; 
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und endlich für die Winkel , welche die Axenprojectionen auf der Bild -Ebene 
unter sich einschliessen : 

<p = 95° 11' ; oj; = 157 ,9' und x=lOVi9 t . 

Die monodimetrischc Projection ist diejenige, bei welcher die Axenpro- 
jectionen in dem Verhäitniss 1:1: n stehen. Hier ist m = 1. In der Anwen- 
dung setzt man gewöhnlich n gleich \, J oder \, und es finden sich durch Ein- 
führung dieser Werthe in die oben angegebenen Formeln leicht die Winkel, 
welche die Axenprojectionen auf der Bild-Ebene einschliessen; so wie die andern 
zur bildlichen Darstellung des Axensystems nöthigeu Werthe. (In den oben an- 
geführten Abhandlungen sind für die gebräuchlichsten Werthe von m und n die 
Rechnungsresultate angegeben.) 

Sind endlich die Projectionen gleicher Theile der Coordinatenaxen gleich 
gross, also in dem Verhäitniss 1:1:1, so ergiebt sich die schon länger bekannte 
isometrische Projection. 

Anfjgabe II« 

Es ist ein rechtwinkliges Axensystem nach der Aufgabe (I) so auf die Bild- 
Ebene projicirt worden, dass die Axenprojectionen in einem beliebigen Verhäitniss 
l:m:n stehen. Es sind also nicht allein die Winkel a, ß und y bekannt, welche 
die Axen im Räume mit der Bild -Ebene einschliessen, sondern auch die Winkel 
<p, ij> und 2£, welche die Axenprojectionen unter sich auf der Projections-Ebene 
bilden. Stellt man sich nun vor, das Axensystem werde im Räume um einen 
gegebenen Winkel q um eine feste Axe OT(Fig. 2), deren Lage gegen die drei 
Axen OX, OY und OZ gegeben oder nach besondern Angaben zu berechnen 
ist, (S. Anwendung u. Beispiel Aufg.II) gedreht, so kann die Aufgabe sein: aus 
diesen Angaben für die Lage des Axensystems nach der Drehung, sowohl die 
Winkel a\ ß< utid y\ in welchen dann die Axen OX, OY und OZ gegen die 
Bild -Ebene geneigt sind, als auch die Länge der Axenprojectionen und die 
Winkel cp', ij/ und */}, welche dieselben dann auf der Bild-Ebene einschliessen, 
zu berechnen. Auch ist noch derjenige Winkel anzugeben , welchen die Pro- 
jectionen der Axe OX cor und nach der Drehung mit einander auf der Bild- 
Ebene machen« 

Erste Auflösung. 

« 

Der Aufgabe gemäss, soll die anfängliche Lage des Axensystems OX, 
OY und OZ (Fig. 2) vollständig bekannt seiu, so dass unter der Voraussetzung 
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dass die Axenprojectionen in dem Verhältnis* l:mm stehen, die Winkel a, ß 
undy undg>, i|>, % nach der Aufgabe (I) berechnet worden sind. Die Drehungs- 
AicOT bilde mit den drei Axen die Winkel XOT=A. YOT^BimüZOT^C, 
(Fig. 2) weiche als bekannt vorauszusetzen sind (S. das Beispiel zur ersten Auf- 
losung)* Nach einer Drehung des Axensystems um OT, um den gegebenen 
Winkel q, mag die Axe OX nach OU\ die Axe OY nach OV und OZnach 
OVF gekommen sein. Projicirt man diese Axen wieder auf die Bild -Ebene, so 
hat man, durch Rechnung, sowohl die Winkel UQU' — a\ VOF' =s ß 1 und 
WOW = y und in deren Cosinussen die Verjüngungsverhältnisse der Axen- 
projectionen zu den Axenlängen selbst, als auch die Winkel (/'0£*=sg>' 9 
VOVF* s i|/ und rrOU' = / und den Winkel X'OU 4 zu suchen, uro das 
Axensystem nach der Drehung zeichnen zu können. 

Fallet man in O ein Perpendikel ON auf die Bild -Ebene und setzt, so« 
wohl ON und OT, als auch sämmtiiehe Axen im Räume, gleich 1 , so lässt sich 
die Aufgabe, wenn man nach der Angabe der Figur, von O aus die verschiedenen 
Puncte durch Kreisbogen verbindet > mit Hülfe der sphärischen Trigonometrie 
wie folgt losen. 

Im sphärischen Dreieck XNU ist : 

cos NU = cosNX cos UX+ smNXsin UXcosNXU. 
Da aber NU=90— a' und /VX=90— a ist, so kann man auch wie folgt schreiben: 

(I.) sin o! = sin a cos TJX -*- cos a sin UX cos NXIL 

Für XV ergiebt sich aus dem sphärischen Dreieck XVTr 
cos UX = cosXTco* UT+ sinXTsm UTcos UTX. 
Da aber TX—A und TU — TX ist, weil die Lage der Axen gegen die 
Drehungs-Axe unveränderlich, und UTX= <? \si f so folgt: 

(1.) cos X U = cos*^-*-sin*/4cosQ sl — sin\<4(l — cos 9) 

Ferner folgt nach (Fig. 2) ; 

(2.) Wink. NXU = NXY- TXY + TXU, 

wo im sphärischen Dreieck NX Y f 

cos AT - cosiVXcos AT cos<90 — /Q -cos(90- a)cos90^ sin/? • 
cosNXY — BiäNXsinXY" " " "sin(9Ö-"a)sin90° ~ cos« lst 

Ferner ergiebt sich aus dem sphärischen Dreieck TXY. 

rpYY — cos ^ y ~ c0 _ s ^t c os X Y cos/? — cos^ cos 90' cos B 

und aus dem sphärischen Dreiecke TXU: 

cosT ü-cosrXc osXC ./l~cosXtf\ Jlvrn 

cos 7X1 = ßio TXsinXC = cotgyi^ - {n jpgr-; =cotgy4tang(Jjrü). 
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Berechnet man mit Hülfe dieser Gleichungen nach (2) den Winkel JVX V, 
nachdem man nach (I) den Werth XU gefunden hat, und setzt dann die betref- 
fenden Grossen in die Gleichung (I), so ergiebt sich zuvörderst a\ d. h. die Nei- 
gung der Axe OX gegen die Bild -Ebene, nach der Drehung, oder der Winkel 
UOU\ Zugleich erhält man für die Verjüngung der Axenprojection. OL/'=cosa' f 
weil OD = OX = 1 gesetzt wurde. 

Um die Axe auf der Bild-Ebene zeichnen zu können/ ist noch der Winkel 

X'OU zu berechnen, der dem sphärischen Winkel XNU gleich ist. Es ergiebt 

sich demnach: 

m\ innwn ytuti cosXU- cos N Xcos NU 
(IL) cos X'OU' = cos XNU = sinNXsin 'NÖ 

cos X 17— sina sine/ 

""* cos a cos a' • 

in welcher Gleichung alle Grossen zur Bestimmung des Winkels X'OU 4 bekannt 
sind. 

Auf gleiche Weise lasse man nun auch die Axe OY sich drehen, und be- 
rechne sowohl deren Neigung gegen die Bild -Ebene nach der Drehung (also 
den Winkel V OV% als den Winkel V '0*Y, welchen beide Projectionen der 
Axe OY cor und nach der Drehung mit einander auf der Bild- Ebene machen. 

Im sphärischen Dreiecke IV YV ist 

costiV = cos AT cos VY+ sin AT sin VY cosNYV. 
Hierbei ist AT 7 = 90 — /S* und AT = 90 - ß f daher: 

(III.) sin p = sin ß cos VY -I- cosß sin VY cos NYV. 
Aus dem sphärischen Dreiecke VTY ergiebt sich aber 

cos VY = cos VT cos YT+ sin *T sin YT cos YTV. 

Da hier VT—YT^B und Wink. YTV = V ist, so folgt: 

(3.) cos VY = cos*Z? -f- sin*2? cosq = 1 — sin*/?(l — cos 9). 
Ferner folgt dir die Gleichung (III) der Winkel 

(4.) IV YV - TYV- TYJV = 2TJT + TYV- NYX ; wo 

coaXr— cosircosXFcosXF cosA 



cosTYX = 



sinYfsmXY sinB ' 

cosFT— cos PFcos YT _ /UcosVY^ 



fwy%rrr cosvr— cos vy cos YT ^/i-cosKy\ n /lrm 

cosTYV= ünVrli^YT ~ = M * Ä ("iE7F7 = cotgÄ, tgtfAT) 



und co»ATjr= äBXnunr - -an ««• 



Die in (3 und 4) gefundenen Werthc in (III) gesetzt, giebt sowohl die 
Neigung der Axe OY gegen die Bild -Ebene nach der Drehung, also den 
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WioMFOF'^p, als auch in dem Ausdrucke OF 4 -= cos/S* die Lange der Pro- 
jection OF\ wenn 0F = 0Y=\ ist 

Der Winkel F'0Y' f welchen die Projectionen der Axe OY vor und 
nach der Drehung mit einander auf der Bild -Ebene einschliessen, ist dem sphä- 
rischen Winkel FNY gleich und man erhält denselben aus dem sphärischen 

Dreieck FNY wie folgt : 

/I1M y „^ v , ^^ cq%V? -co%VN co s YN 

(IV) cotF'OY' = cosWT = sfa ^ 8inl ^ — 

_ cos F7— sin/? sin ß* 
cos^cos/? ' 

wenn man die in (III) und (3) für /?' und VY gefundenen Werthe benutzt. 

Für den Winkel F'OIP == (p\ welchen die Pro jection der Axe OU 9 d. h. 
der Axe OX nach der Drehung, mit der Projection der Axe OF (OY nach der 
Drehung) einschliesst, ergiebt sich nun : 

Wink. <p' = <p-X'0l7'+F'0Y'; 
und zur Controie der Richtigkeit der Rechnung dient aus der Aufgabe (1) die 
Gleichung 

cos <p' = — tang a'. tang /?'. 

Die auf diese Art berechneten Werthe von a\ % ß* und <p' geben jetzt 
weiter das Mittel, nach den Formeln der Aufgäbe (I) sowohl den Winkel 
FFOFF 4 — y\ den die Axe OZ nach der Drehung mit der Bild -Ebene ein- 
schliesst, als auch die Winkel F 4 OW = ij/ und FF'OÜ 4 = *' zu berechnen, 
welche die Projection der Axe OZ nach der Drehung, alsoO^F*', mit den Projec- 
tionen der beiden andern Axen auf der Projections- Ebene bildet. 

Aus der Gleichung sin 2 a'-f-sin a /3'-*-sin a y' = 1 folgt siny' = f/(l — sin'a' 
— sin a /3')f und es ergiebt sich daher für die Länge ; der Projection OFF' = cos*/ 
schliesslich : 

cosaj/ = — tang/?' tangy* 
cos# = — tangy' tanga'. 

Anwendung und Beispiel 

Die Resultate der Auflösung Torliegender Aufgabe wurden zuerst vom 
Verfasser zur axonometrischen Darstellung der Zaillingskrystalle benutzt. Bei 
der Erklärung der Erscheinung des Verwachsenseins von Krystallen stellt man 
sich nämlich die Individuen zunächst in paralleler Richtung vor, und dann das 
eine Individuum um eine Axe, die gewöhnlich seukrecht auf einer Krystallflache 
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oder parallel mit derselben ist, um einen bestimmten Winkel gedreht. Bei der 
aronometrisehen Darstellung solcher Verwachsungen hingegen stellt man sich 
das Axensystem, auf welches bei der Darstellung alle Krystall-Eckpuncte bezogen 
wurden, und welches nach der in der Aufgabe (I) angedeuteten Weise auf die 
Bild -Ebene projicirt worden ist, um die gegebene feste Drehungs-Axe gedreht vor, 
und projicirt nach der Drehung das Axensystem von Neuem , um den Krystall 
auch nach der Drehung zeichnen zu können. Beide Darstellungen vor und nach 
der Drehung liefern das axonometrische Bild der Verwachsung. 

Bei Lösung der Aufgabe (II) wurde vorausgesetzt, dass die Drehungs-Axe 
durch den Ursprung des Axensystems gehe, und daher auch der Ursprung des 
gedrehten Axensystems dieselbe Lage einnehme, wie der Ursprung des Systems 
vor der Drehung. Bei der Darstellung der Zcvillingskrystalle fallen nun zwar 
nicht immer die Anfangspuncte beider Axensysteme zusammen, indess hat Dies 
auf die Rechnung keinen Einfluss, vielmehr lässt sie sich stets unter der ersten 
Voraussetzung ausführen. Bei der Darstellung von Verwachsungen, bei denen 
die gedachten Puncte nicht zusammenfallen . kann man das eine projicirte Axen- 
system leicht gegen das andere verschieben, indem man dasselbe, z. B. parallel 
mit sich selbst, zuerst in der Richtung der projicirten Axe OX' und dann um 
einen verhältnissmässig gleichen Theil in der Axe Ol/', so weit fortrückt, bis das 
Bild des Zwillingskrystalls die verlangte Ausdehnung zu erhalten scheint. 

Die Lage der Drehungs-Axe ist für die regelmässigen Verwachsungen 
jedesmal bestimmt gegeben. Die Axe ist, wie schon gesagt, entweder mit einer 
Krystallfläche parallel, und liegt dann, wenn man sie nach dem Ursprung des 
Axensystems verlegt, in einer Coordinaten-Axe, oder in einer Coordinaten-Ebene, 
oder sie steht senkrecht auf einer Krystallfläche. Im ersten Fall sind die Winkel, 
welche die Drehungs-Axe mit den Coordinaten- Axen macht, unmittelbar gege- 
ben; in den letzten beiden Fällen lassen sich dieselben leicht aus der durch kry- 
stallographische Gesetze gegebenen Gleichung der betreffenden Krystallfläche auf 
folgende Weise berechnen. 

Die bekannte Gleichung der Krystallfläche, auf welcher die Drehungs- 
Axe senkrecht steht, sei: 

* y' «' * 

Die Gleichungen der Drehungs-Axe seien, da dieselbe der Voraussetzung 
gemäss durch den Ursprung des Axensystems geht: 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XL VI. Heft 2. 14 
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x y y x % 

y -+- y = ö und -^ + ^ = 0, woraus 

y"=—-pa;" uod *" = — -jx" 

folgt. Die analytische Geometrie giebt für den Fall, dass die Linie senkrecht 
auf der gegebenen Fläche steht: 

6' a , d* _ a 

ä b c' e % 

wonach sich für die Gleichungen der Linie auch 

f — \x u und z" = l*" 

ergiebt. 

Setzt man die Coordinaten des Durchschnittspuncts der Fläche mit der 
Linie gleich x > y und z, so finden, da dieser Punct sowohl der Fläche als der 
Normale angehört, auch folgende Gleichungen Statt: 

x 9 % a a 

woraus: 

g.b % -* 

^'-aV + aV + JV' 

y — * % p+*?+v* und 

. c-a f -6» f , 

Es ergiebt sich aber durch eine einfache Betrachtung für den Winkel, Wel- 
chen die Normale mit der gegebenen Fläche oder, mit andern Worten, die Drehungs- 
Axe mit der Axe OX einschliesst, aus den Coordinaten des Durcbschnittspuncts: 

tang^T = Ö§£±!2 (, n F j g .2 ist Wink.^= TOX = arc TX). 

Für den Winkel, welchen die Drehungs-Axe mit der Axe OT einschliesst, ist 

tangÄ = 1/(g, + ° (Wink. B=TOY= btcTY) 
und für den Winkel, welchen die Drehungs-Axe mit OZ macht: 

tang C = Yl£±& (Wink. C = TOZ = arc TZ) 

Setzt man in diese Formeln die oben für x, y und z gefundenen Werthe, so er- 
hält man : 

(1.) ,^A = «0£3 
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(2.) tangj? = ~r a7 - i . 

(3.) tang C = ^ . 

Mit Hülle dieser Formeln lassen sich also unmittelbar aus den Parametern 
der gegebenen Krystallfläche die Winkel berechnen, welche die auf der genann- 
ten Fläche senkrecht stehende Zwillings-Axc mit den drei Coordinaten-Axen ein- 
schliesst. 

Als besonderes Beispiel soll ein Axensystem angenommen werden, dessen 
Axenprojectionen auf der Bild-Ebene in den Verhältnissen 1 ; 0,9 ; 0,5 stehen. 
Für diesen Fall wurden in der Aufgabe (I) die Winkel angegeben, welche die 
Axenprojectionen auf der Bild -Ebene mit einander machen. Um demnach die- 
ses Axensystem auf der Bild-Ebene darzustellen, trage man an die verticale Linie 
OX (Fig. 3) die Axe OF dergestalt an, dass Wink. X'OY' — 95 f ll' ist, die 
Axe OZ' so an OY\ dass Wink. Y'OZ* = 157° 0' ist, und mache mittels eines 
Maasstabes OX'=0,9853, OF=0,8868 und OZ'=0,4927, oder, wo es auf die 
absolute Länge, wie bei Krystallgestalten, nicht ankommt, OX* = 1, OY* = 0,9 
und OZ' = 0,5. Dann ist das Axensystem auf die verlangte Weise vollständig 
projicirt. 

Es soll nun das Axensystem im Räume um eine Linie, die senkrecht auf 
einer Oktaederfläche steht, um den Winkel q = 60* gedreht und dann das 
Axensystem von Neuem auf die Bild -Ebene projicirt werden. 

Nach der Aufgabe (II) müssen zuerst die Winkel bestimmt werden» 
welche die Drehungs-Axe mit den drei Axen im Räume einschliesst. Da bei ei- 
nem Oktaeder die Coordinaten-Axen zugleich die Haupt -Axen sind, so ist die 
Gleichung der Oktaederfläche x-hy+z = l, für welche also a=A = c=l ist, auch 
füjr dieses Axensystem gültig. Setzt man die erwähnten Parameter a = i«c«l 
in die Gleichungen (1 9 2, 3, Anwendung und Beispiel), so ergiebt sich 
tangy4 es tang B «■ tang C = J/2, und hieraus; 

Wink. A-B=C = 54°44 / . 
Für den Winkel a\ welchen die Axe OX nach der Drehung mit der Bild-Ebene 
einschliesst, ergiebt sich nach der Gleichung (1, Aufgabe II): 

sina' = s\nacosXU+ cos a sin X U cos NXV . 
Hierbei ist nach der Aufgabe (I) a = 9°50'. 

Nach der Gleichung (I) ist cosXU - I — sin'(54°44')(l — cos60 f ) oder 

AC7-48°12 / 

14* 
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Ferner 

Wink. NXU - NX7- TXY + TXU, 

*r V v Sin ^ sin ( 27*31) . 

wo cos^Yr» — - — ygj^, also NX Y - 62*3' ist. 

cj •♦ tyv siotf sin54 # 44' , Tyy -. 
Sodann ist cos TXY = — — , - — jOmP oder IXT — 45 w 



cos^ cos54°44 

und eos TXU « cotg >4. tang (§ £7JC) - cotg (54 f 44') . taug (24° 120 

oder Wink. TXU - 71°34', 
also demnach Wink. JVXU - 88°37'. 

Diese Werthe in die Gleichung für sina' gesetzt, giebt für die Neigung 
der Axe OX gegen die Bild-Ebene nach der Drehung: 

a' - 7 f 34' . 

Die Länge der Projection d. h. cos«' ist =* 0,9913 (für OX =s J). Von 
dem Winkel X'OU' (Fig. 3), welchen die Projectionen von OX vor und nach 
der Drehung mit einander auf der Bild -Ebene einschließen, ist nach der Glei- 
chung (Aufgabe II): 

Y/n/7/ _ t0S XU-sma sina _ cos (48* 12 ') — sin (9^ 50/) sin ( 7° 34') 
cos A 6/6/— cosacosa' ^~ cos(9°5(K)cos(7 ~34'y J 

woraus A~'0£7> = 48* 45' folgt. 

Dreht man in gleicher Weise OY, so ergiebt sich für deren Neigung ß* 
gegen die Bild-Ebene nach der Drehung, durch Benutzung obiger Formeln: 

/3' = 56°14' 
und für die Länge ihrer Projection cos^' = 0,5558. 

Beide Projectionen dieser Axe vor und nach der Drehung schliessen nach 
(IV) den Winkel : 

F'ÖJ" = 55°3'ein. 

Da nun nach Aufgabe (I) cp = 95° 11' war, so ist für das gedrehte Axeu- 
system 9', oder der Winkel U'OV = 9' = 101° 29'. Derselbe Werth ergiebt 
sich für 9' auch durch die Gleichung cosg/ = — tanga' tangß'. Nach der iu 
der Aufgabe (II) weiter angegebenen Weise folgt endlich y' = 32*41', also für 
die Axenprojection OW = cosy' = 0, 8416 und 

V 4 OW 4 = aj/=163°38' , W'OU'—i = 94 t 53 # . 

Sollten also in dem vorliegenden Fall die Axensysteme gezeichnet werden, 
so würde man die (Fig. 3), so darzustellen haben, dass sie folgenden Angaben, 
wie sie aus obiger Rechnung resuhiren, genügt. Hierbei ist, da es bei Krystall- 
zcichnungen nicht auf die absolute Länge der Axe ankommt, die Projection von 
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OX % OX*= 1 gesetzt, und es sind daher alle Projectionen der übrigen Axen in 
demselben Verhältnisse vergrössert worden : 

liemxstem vor der Drehung. (Flg. S.) 

Winkel, welche die Axen* 

projectionen auf der Bild «Ebene 

unter sich machen. 

<p c X'OY = 95* 11' 
y> - Y'OZ' - 157 f C 
/ c-tfoX'« 107° 4»' 

AxenMjfltem naela 4er Drehung* 

Die trigonale Axe ist die Drehung« -Axe und der Drehungswinkel = 60. 

Wink. XOU « 48° 45'. 



feignng der Axen 


Lange 


!•«•• 


4« 


die Bild -Ebene. 


Axenprojecftionen. 


a - 9>W 


OJC - 1 


/?- 27*31' 


or - 0,9 


y »60*29' 


Otf o. 0,5. 



cl - 7» 34' 


OET » 1,005 


y' ~ iror - iop w 


f » 56» 14' 


Or = 0,564 


rf/ = roW 7 - 163*38' 


/- 32» 41' 


OW - 0,854 


tf - KW« 94° 53' 



Die in (Fig. 3) nach vorstehenden Resultaten dargestellten Axensystexne 
können zur Zeichnung der regelmässigen Verwachsung zweier Octaeder dienen ; 
wie es (Fig. 4) andeutet. 

Die Axen OX\ OY 4 und OZ\ welche das Axensystem zur Darstellung 
des einen OctaSders bilden, werden über den Durch schnittspunet O hinaus ver- 
längert und von O aus die Längen OX\ OT s und OZ* auch rückwärts auf die 
betreffenden Verlängerungen aufgetragen. Die gehörige Verbindung der gefun- 
denen Functe durch gerade Linien nach (Fig. 4) giebt das Octaeder in der ersten 
Stellung. Verfährt mau auf gleiche Weise mit dem zweiten Axensysteme OU\ 
OV 4 und OTV s , so entsteht das zweite Octaeder, welches, auf die in (Fig. 4) an- 
gegebene Weise mit dem ersten verbunden, das verlangte Bild der regelmässigen 
Verwachsung zweier Octaeder in der Voraussetzung giebt, dass die trigonale Axe 
die Drehungs- Axe ist, und der Drehungswinkel 60° beträgt. 

Es ist klar, dass die Resultate vorstehender Rechnung auf alle Zwillings- 
kry stalle, die nach dem oben angenommenen Gesetze gebildet sind, Anwendung 
finden können. Die Resultate ändern sich zwar bei einer andern Lage der Dre- 
hungs- Axe und bei verändertem Drehungswinkel; doch giebt es so wenig Gesetze 
der Zwillingsbildung, dass man für die hauptsächlichsten im Voraus die Axensy- 
steme berechnen und die Resultate in der oben angedeuteten Weise tabellarisch 
zusammenstellen konnte. 



110 6« Zeuner, Krystallometruches. 

Die ganze obige Rechnung vereinfacht sich, wie es schon vorstehendes 
Beispiel zeigt, bei der Anwendung auf die Darstellung der regelmässigen Ver- 
wachsungen sehr: theils dadurch, dass in allen Zwillingsgesetzen nur die Dre- 
hungswinkel 180°, 120 9 (oder 60°) und 90° vorkommen, theils dadurch, dass die 
Drehungs-Axe stets eine solche Lage gegen die Coordinaten-Axen einnimmt, dass 
sich die ober aufgestellten Formeln auf einfachere Ausdrücke reduciren lassen. 
Wollte man die Rechnungsresultate für die verschiedenen Zwillingsgesetze tabel- 
larisch zusammenstellen, so wäre es allerdings für die Einfachheit ein Haupt -Er- 
forderniss, für jede Darstellung desKrystalls in der ersten Lage das gleiche ani- 
sometrische Axensystem anzunehmen; wozu sich dann das System 1:0,9:0,5 am 
besten eignen dürfte. 

Zweite Auflösung* 

Vorstehende Auflosung der zweiten Aufgabe gab mit Hälfe strenger Rech* 
nung alle zur Darstellung des Axensystems nach der Drehung nothigen Ele- 
mente. So lange aber nicht für die hauptsächlichsten Zwillingsgesetze die Rech- 
nung in obiger Weise im Voraus durchgeführt ist, so dass der Zeichner sofort 
nach angegebenen Resultaten das Axensystem zeichnen kann, ist es besser, das 
zweite Axensystem mit Hülfe von Coordinaten aus dem ersten Systeme auf fol- 
gende Weise zu bestimmen : 

Die AxenOX, OFund OZ (Fig. 5) bezeichnen, wie oben, das Axensystem 
vor der Drehung, dessen Lage gegen die Bild-Ebene aus der Aufgabe (I) voll- 
ständig bekannt ist. OTist die Drehungs-Axe, und die AxenOU.OVundOFI^ 
stellen die Lage des Axensystems nach der Drehung um den Winkel 9 vor, um 
deren Bestimmung es sich handelt. 

Bezeichnet alsoOE/ die Lage der AxeOX im Räume, nach der Drehung, 
und OU' deren Protection (Fig. 5), so würde, wenn die Lage des Puncts {/be- 
kannt wäre, sowohl die AxenlageOZA als deren Protection OZ7 r gegeben sein. Die 
Lage des Puncts V im Räume lässt sich aber durch Coordinaten in Bezug auf das 
gegebene Axensystem OX> OY und OZ bestimmen. 

Man fälle nämlich von U auf die AxenOX, OFund OZ, oder auf deren 
Verlängerungen, die Perpendikel UP,UQ und UR, so sind offenbar OP, OQ und 
OH die Coordinaten des Puncts U in Bezug auf das Axensystem OX, OYundOZ. 
Auf den auf die Bild - Ebene projicirten Axen hat man nun diese Coordinaten 
von O aus in der den betreffenden Axen entsprechenden Verjüngung aufzutragen, 
also 
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OP* — -öx' OP —OP.co%a. 

OQ 4 = ^y . OQ = OQ.co$ß und 

/)7' 

OÄ' = ^. OÄ = OÄ.cosy 

zu machen. Mit Hülfe dieser Coordinaten ergiebt sich dann im Bilde leicht der 
Puncto, und in der Linie OU' die Projection der Aie OX nach der Drehung. 
Zur Berechnung der Coordinaten von U, also OP, OQ und OR, beschreibe 
man von O aus die Kreisbogen UX, UY und UZ f und verbinde auf gleiche 
Weise die Puncte U $ X, Y und Z mit dem Endpuncte T der Drehungs-Axe. 
DzZJP senkrecht auf OX ist, so ist offenbar OP=cos {7Jf; eben soOQ=cosUY 
und OR = cos UZ (weil OX = OY =■ 0Z = Otf = 07* = I). 

Setzt man nun die Coordinaten von U: OP=x'; OQ=y s und OR=zz\ 
und berechnet cos UX aus dem sphärischen Dreieck UTX; eben so cos UY aus 
A t/TT und cos UZ aus A UTZ, so ergiebt sich : 

a? — OJP = cosXi7= cosXT.cos C/T+ sin JS 7\ sin UTcosXTU. 
Da aber nach der Auflosung (I) 

XT-UT=A und XTU^q ist, 
so ist (1.) a?' =5 1 — sin X A (I — cos 9) 

Ferner: 

y '=OQ = cos Z7JT = cos UT. cos TT+ sin E/I\sin YTcos ÜTY oder 
(2.) jr # = cos -^. cos JB+ sin -4. sin Bcos(XTY — 9), 

cosXr-cosXr.cogYT . 

wo cosA7T = sinXT.si* YT = -cotg ^4. cotg 5 ist; 

und 

z'^OR — cos UZ == cos UT.co$ZT+ sin ÜT. sin ZT. cos E7TZ oder 

(3.) js'= cosyi.cosC+ sinA.sinC .cos(XTZ + $), 

wo cos Jf TZ = — cotg A . cotg C ist 

Um die Coordinaten von U zu berechnen, hat man also nur die Winkel A, 

S und C nothig, welche die Drehungs-Axe mit den Coordinaten -Axen ein- 

schliesst. 

Auf gleiche Weise erhält man die Coordinaten von V % also dadurch die 

Lage OV der Axe OY nach der Drehung, nämlich: 

(4.) x" = cos^X= cosv^.cosJB-f- s\nA.s\nR.cx>s{XTY -\r$ 

(5.) y / ' = cos^r=l-sin 1 JB(l-cos( ? ) 

(6.) z" = cosfZ = cosJB.cosC+sinJB.cos(r$TZ — 9), 
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wo cos I TZ = — cotgJS.cotgC ist. 

Die Coordinaten von TV sind: 
(7.) x ul = co%JVX*=* cosj4.cosC+s\nA.s\nC.cos( k XTZ—'i() § 
(8.) r '" = cos PVY — cosB. cos C+ sin JB. sin C.cos( FTZ+ 9), 
' (9.) *'" = cos JVZ = 1 — sin 2 C(l — cosq). 

Vorstehende 9 Gleichungen dienen nun dazu, das Axensystem nach der 
Drehung auf der Bild -Ebene darzustellen. Wie dies geschehe, wird sich aus 
der nochmaligen Lösung des Beispiels der ersten Auflösung der vorliegenden 
Aufgabe ergeben. 

Das Axensystem OX, OY und OZ war 60 auf die Bild-Ebene projicirt 
worden, dass die Axenprojectionen in domVerhältniss 1:0,9:0,5 stehen. (Fig. 3). 
Die Drehungs-Axe schliesst, unter der Voraussetzung, dass sie senkrecht auf der 
Octaederfläche stehe, nach der oben ausgeführten Rechnung, mit den drei Axen 
die Winkel A = B = C = 54 ü 44' ein. Der Drehungswinkel beträgt 60°. 

Nach den Gleichungen (1 , 2 und 3) ergiebt sich demnach für die Coor- 
dinaten von U des Puncts X nach der Drehung: 

x 4 = 1 — sin 1 (54° 44') (1 - cos 60°) = \ , 
y 4 = cos 2 (54 f 44') + sin 2 (54° 440 cos (120 + 60) = i , 
(weil sich XTY = YTZ = ZTX = 120° ergiebt. Fig. 5) 

z 4 = cos 2 (54 9 440 + sin*(54°440cos(I20 + 60) = — J. 
Eben so ergeben sich nach den Gleichungen (4, 5 und 6) für die Coordinaten 
des Puncts V : 

x" = —l ; y u — \ und *" = ?, 
und nach den Gleichungen (7, 8 und 9) für die Coordinaten von JV\ 

x'"=J / y '" = — J und *'" = L 

Um im vorliegenden Falle beide Axensysteme darzustellen, zeichne man 
zuvörderst das Axensystem OX 4 f OY 4 und OZ 4 nach der Aufgabe (I.) (Fig. 3)» 
verlängere die Axen über den Durchschnittspunct O hinaus , und trage von O 
aus die gehörigen Axenlängen auch rückwärts auf. Nun schreite man zur Dar- 
stellung des zweiten Axensystems, indem man U 4 , V A und VF 4 durch die oben 
berechneten Coordinaten bestimmt, die man auf die Axen im Bilde in der den- 
selben entsprechenden Verjüngung aufträgt. Um also V 4 im Bilde anzugeben 
(Fig. 3), trage man OP 4 = \OY 4 auf und ziehe durch P 4 eine Parallele P*Q? 
mit der Axe OZ 4 und P 4 Q = \OZ\ (Hier ist zu beachten, dass P'Q* in der 
Richtung der Verlängerung von OZ', also rückwärts aufgetragen werde, weil der 
Rechnung gemäss z 4 negativ ist). Durch Q* wird alsdann Q'W parallel mit OX 
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gelegt, und QU' parallel mit OX gelegt und Q 4 V 4 = i.OX 4 aufgetragen. 
Die Linie OV giebt dann die Protection von OX nach der Drehung. 

Auf gleiche Weise ergiebt sich V 4 , indem man OQ" = i OZ\ 
Q"P" = } OY' und P"F" = i OX macht. Der Werth P"V wird, da x" 
negativ ist, abwärts, also der Richtung OX' entgegengesetzt, aufgetragen. Die 
Lage von IV' folgt endlich, wenn man 

OP" 4 =z-\OY' ; P'"Q"' = 10Z' und Q'"Vr' = 10X' 

macht. 

Nach dieser zweiten Art ergiebt sieb die Lage der Axen OU 4 9 OV und 
OW schneller f als durch die Auflosung (1) der zweiten Aufgabe. Indessen 
dürfte sich das erste Verfahren, die Winkel, welche die Axen unter sich auf der 
Bild-Ebene einschliessen, und die Länge der Axenprojectioncn anzugeben, besser 
eignen, für die wichtigsten Zwillingsgesetze die Rechnungsresullate tabellenförmig 
aufzustellen- Die zweite Methode, die Axen nach der Drehung durch Coordi- 
naten zu finden, ist besser, wenn der Zeichner die Tabellen nicht zur Hand hat, 
und wenn es darauf ankommt, schnell zum Ziele zu gelangen. Die Verjüngungen 
der Axenprojectioncn und die Winkel, welche dieselben auf der Bild -Ebene 
einschliessen, ergeben sich bei dem zweiten Verfahren am schnellsten durch di- 
rede Abmessung, wenn einmal beide Axensysteme gezeichnet sind. 

Anmerk. Bei oberflächlicher Betrachtung der zweiten Aufgabe konnte 
es zweckmässig scheinen , für ein bestimmtes Zwillingsgesetz beide Axensysteme 
cor und nach der Drehung so gegen die Bild -Ebene zu bringen, dass die Axen- 
projectionen beider Systeme in gleichen Verhältnissen stehen, dass also (Fig. 3): 

OX'.OT.OZ' = OViOr'iOW =l:m:n 

ist. Es würden dann für jedes besondre Zwillingsgesetz nur m und n zu berech- 
nen sein, um sofort nach der Aufgabe (I) alle andern Elemente zur Darstellung 
beider Axensysteme zu finden. 

Die Rechnung giebt auch unter dieser Voraussetzung sehr einfache Aus- 
drücke für m und n ; nämlich : 

sin i? sinC 

m = WA und n = ärTS ' 

wo A % B und C die oben angenommene Bedeutung haben. Aber abgesehen 
davon , dass dann die Anwendung der so berechneten Werthe von m und n 
nicht immer gute Krystallbilder liefern würde, ist die Methode zur Darstellung 
von Zwillingskrystallen auch aus einem andern Grunde nicht wohl anzuwenden. 
Die Rechnung gilt nämlich unter der in Rede stehenden Voraussetzung, dass die 

Crelle*f Journal f. d. M. Bd. XtVI. Heft 2. ]5 
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Dreimngs-Axe stets senkrecht auf der Bild-Ebene stehen muss. Da nun bei 
allen Zwillingsgesetzen die Drehungs-Axe mit der trigonalen Axe identisch ist, 
oder in einer Coordinaten-Ebene oder Coordinaten- Axe liegt, so zeigen sich ent- 
weder beide Axensysteme der erwähnten Voraussetzung als isometrische (S. Auf- 
gabe I), oder als ein/ach schiefe Projeclion, bei welcher nämlich die eine Axe in 
der Bild -Ebene liegt und die beiden andern Axen in eine gerade Linie fallen, 
welche senkrecht auf der ersten steht Beide Projectionsmethoden sind zur bild- 
lichen Darstellung von Krystallen nicht tauglich. 



Aufgabe III. 

Es ist ein Punct P (Fig. 6) durch seine Coordinaten x, y und *>, in Be- 
ziehung auf ein rechtwinkliges Axensystem gegeben, und eine Linie RS durch 

ihre Gleichungen — + ~r = 1 und — ■ -t- -r = 1 in Bezug auf dasselbe Axensy- 
stem. Stellt man sich nun den Punct P um einen gegebenen Winkel S um die 
Linie RS so gedreht vor, dass seine Entfernung von dieser Linie während der 
Drehung dieselbe bleibt, so kann die Aufgabe gestellt werden: die Lage des 
Puncts P nach der Drehung durch seine Coordinaten anzugeben. 

Von vorliegender Aufgabe, deren Auflösung hier auf rein analytischem 
Wege geschehen soll, ist, wie leicht zu sehen, die Aufgabe (II) nur ein besondrer 
Fall. Während die obige Aufgabe nur für axonometrische Darstellungen wichtig 
ist, dürfte die gegenwärtige zugleich für die analytische Geometrie Interesse 
haben. 

Auflösung. 

Wenn eine Drehung des Puncts P in der oben angezeigten Weise erfolgt, 

so wird die Bewegung desselben in einer Ebene ABC geschehen , die senkrecht 

auf der gegebenen Linie RS steht. Die Gleichung dieser Ebene sei 

*o y% *o , 
a o c 

Da die Ebene auch durch den Punct P geht, so lässt sich auch 

*J "*" v "*" J === * 
a o e 

schreiben. Beide Gleichungen von einander abgezogen, giebt 
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Da die Ebene senkrecht auf der Geraden RS (Fig. 6) stehen soll , deren 
Gleichungen gegeben sind, so stehen nach den Sätzen der analytischen Geometrie 
die Parameter der Gleichungen der Ebene und der Geraden RS in den Verhält- 
nissen 

a V . c c 

j = — ^ und 5 = — J ; woraus : 

6 »== — -y und c = — er- 
folgt. Diese Werthe von b s und c 4 in die Gleichung (1) gesetzt, giebt: 



g[ auf ae 

~T" "~7 



= oder : 



(2.) (a? — x)ac — (y 9 — y) bc — (z* — z)ad = 0. 

Setzt man die zu berechnenden Coordinaten des Puncts P\ d. b. von P, 
nach der in der verlangten Weise geschehenen Drehung, gleich u, o, und o>, so 
muss, da der Punct P auch nach der Drehung noch in der Ebene ABC liegt, 
auch folgende Gleichung Statt finden, die aus (2) hervorgeht: 

(3.) (m — x)ac — (j> — y)bc — (w — z)ad = 0. 

In dieser Gleichung sind, ausser den Coordinaten u, v und a> des Puncts /*, alle 
Grossen durch die Aufgabe gegeben. 

Zum Weiterschreiten in der vorliegenden Rechnung ist es nöthig, die Coor- 
dinaten des Durchschnittspuncts Q der Ebene ABC mit der gegebenen Linie RS 
zu kennen. Da der Punct Q sowohl der Ebene, als der Linie RS angehört, so 
müssen, wenn man seine Coordinaten durch x'\ y" und z" bezeichnet, auch fol- 
gende Gleichungen Statt finden: 

(4.) (pß* _ x ) ac - (y" — y ) bc — (z" — z)ad=0, 

x" t/' 

*" *" 

Die Gleichungen (5 und 6) geben y" und z" durch x", und setzt man die gefun- 
denen Ausdrücke in (4), so erhält man für die Coordinaten von Q: 

. M (acx — bcy — adz + b^c + tPa^ac 

(7.) x' = aV + iV-f.a'd* ' 

(8.) y" = (l- x ^)b, 

(9.) z" = (l-^)<7. 

Die Gleichung (3) bleibt nun auch richtig, wenn man x", y" und z" statt 

15* 
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x, y und z setzt, da auch die letztem Coordinaten einem Puncte angehören, der 
in der Ebene liegt. In dieser Fassung lässt sich die Gleichung, in Verbindung 
mit den noch zu findenden, besser zur Berechnung der Coordinaten u, c und o> 
benutzen. Man erhält: 

(I.) (u — x") ac — {?~ y") bc-{w — z") ad = 0. 

Verbindet man den gegebenen Punct P mit dem Durchschnittspuncte Q 
durch eine gerade Linie, so steht dieselbe, weil sie in der Ebene ABC liegt, auf 
RS senkrecht und ist die senkrechte Entfernung des Puncts P von der Linie RS. 
Für diese Entfernung PQ = / ergiebt sich, da die Coordinaten beider Puncte P 
und Q bekannt sind : 

PQ* = (x - *") 2 + (y —y"y + ( z -i z «Y — p. 

Nach der Drehung des Puncts P um RS ist P in die Lage P* gekommen, 
so dass aus gleichen Granden die Linie P'Q durch folgende Gleichung bestimmt 
wird : 

P'Q* = ( u — x") % + (p — yy +(*>— z'y . 

Da aber die Drehung des Puncts P der Aufgabe gemäss in der Art Statt finden 
sollte, dass seine Entfernung von RS unverändert dieselbe bleibe, so folgt 
hieraus: 

(ii.) {u— x"?+{v—yy+(*>-z"? = ( x - x y+(y—y«y+( z - z y = P. 

Die Seite dieser Gleichung rechts ist vollkommen bestimmt, da in der Aufgabe 
x y y und z gegeben sind und nach (7, 8 u. 9) x'\ *»" und z" sich berechnen 
lassen. 

Um die drei unbekannten Grössen m, v und <v zu finden, ist nun noch 
eine dritte Gleichung nöthig; die sich auf folgende Weise aufstellen lässt. 

Die Gleichungen der Linie PQ seien : 

/ 1 a \ x ° _i_ y* i j *• _j_ *° i 

< l0 -> « + / S r=1 und- + y = l. 

Da die Linie sowohl durch P als durch Q geht, so lassen sich die Gleichungen 
auch wie folgt schreiben : 

(11.) -+^= 1 ; - + ^- = 1 und 



*" y" x %" 

Die Gleichungen (11 und 12) von denen (10) abgezogen, giebt : 
(13.) *=*-»-*-.* = o ; ^ + ^--* = 
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Dividirt man mit den Gleichungen (14) in die (13), so erhält man 

*7-*''~£~-y'' = und x^V'-^^Y'^ ' 
welche beide Gleichungen sich in folgende umformen lassen : 

y-y» X -X* »_*" X -x" 



" - : » X ° ~ VX'-XM» — l Ulld Sx" - X*" *• ~ SX*- X«" *• — L 



yx — xy v yx' — xy 

Vergleicht man diese Gleichungen der Linie PQ mit denen (10), so folgt 
für die Parameter derselben : 



a 



yx" — xy 

y-y" 

yx"-xy" 


• 
f 

• 
t 


ff 99 

%X —X* 
* «X — XZ 


" *-*" 


_ - — -// ■■' 

X — X 



In gleicher Weise ergeben sich die Gleichungen der Linie P*Q 9 d. h. der Gera- 
den , welche den Durchschnittspunct Q der Ebene ABC und der Linie RS mit 
dem Puncte P i t oder der Lage des Puncts P nach der Drehung, verbindet. 
Setzt man die Gleichungen von P'Q ' 

^ + ^ = 1 und y+ ¥ = \, 

so folgt mit Hülfe der bei der Gleichung der Linie PQ angedeuteten Rechnungs- 
art für die Parameter: 

. ©x" — uyf wx"—uz" 

« - „_/ » y - «„,* ' 

_, **>-uy" _, »*"- »«» 

Nach Sätzen der analytischen Geometrie findet, wenn sich zwei Linien im 
Räume unter dem Winkel q schneiden, zwischen den Parametern ihrer Glei- 
chungen und dem Cosinus des Winkels q folgende Gleichung Statt; 

1 + ^ + ^ 

na y/ 

Diese Gleichung im vorliegenden Fall angewendet, giebt, wenn man die oben 
für die Parameter a, ß, y, S ; a', ^, </ und <P gefundenen Werthe in die- 
selbe setzt und reducirt : 

; cosq - y [(x _ x '')i+ (y _/)'+(»_ ^^ • 

Da aber nach der Gleichung (II) 

(«-x'0* + (t>-y'')* + ("-O* - <«-O , + (f-y f ') t + («-0 1 - r 
ist, so folgt endlich: 
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(III.) (U - x") (x - X«) + (C - f") (7 - jr'O + («> - *")(r. - *") 

= [(x — x'J + (y —y"f + (z — z")*]cos<p = /'cosq. 

Um demnach die Coordinaten u, v und qp des Puncts P\ der die Lage 
des Puncts P nach der Drehung andeuten soll , zu berechnen , sind nach den 
obigen Resultaten folgende drei Gleichungen zu benutzen : 

(I.) (u — x") ac — (e- y") bc — {p — z 4i ) ad — 0. 

■(II.) (u-x'f +{y-y"Y +( w - z 'y = /*, 

(III.) (u— x")(x— x")+(*— y")(y— y")+(*>-z"Xz>-z")= Pco *V 

wo P — (x—x") % +(y — y'y+(z—z") 2 ist und die Coordinaten x", y" und zT 
mit Hülfe der Gleichungen (6, 7 u. 8) sich berechnen lassen. 

Da in der Gleichung (II) die unbekannten Grossen in der zweiten Potenz 
vorkommen, so ergeben sich für die zu berechnenden Coordinaten doppelte 
Werthe ; was auch zu erwarten war , da die Drehung nach zwei Seiten hin Statt 
finden kann und die Aufgabe über die Richtung der Drehung nichts Näheres 
bestimmt. (Fig. 6 zeigt beide Lagen von P nach der Drehung in P' und P*\ 
je nachdem die Drehung nach der einen oder andern Seite hin erfolgte.) 

Bei Benutzung der letzten drei Gleichungen verfährt man am besten so. 
dass man mittels der Gleichungen (I und III) die Werthe von {c — y") und 
(iv — z") durch (u — x") ausdruckt, die Ausdrücke quadrirt und sie in die Glei- 
chung (II) zur Bestimmung von u setzt u. s. w. 

Bei der Anwendung vorliegender Gleichungen zur Auflösung der Auf- 
gabe (II) vereinfachen sich die Formeln sehr; theils dadurch , wenn P in einer 
Coordinaten -Axe liegt, also zwei seiner Coordinaten gleich Null sind, theils da- 
durch, wenn die Drehungs-Axe durch den Anfangspunct der Coordinaten geht 
und deren Gleichungen daher eine viel einfachere Form annehmen. 

Chemnitz, im November 1852. 
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7. 

Summen von Reihen, ausgedrückt durch be- 
stimmte Integrale. Anwendungen dieser Sätze. 

(Von Herrn Dr. Dienger, Professor der Mathematik an der polytechnischen Schule 

zu Carlsruhe im Badiscben.) 



öo lange die Reihe 

convergirt, ist 

9(0) H j — + J 2 -*- =9W' 

und zwar, wenn g>(z) endlich ist, fär alle Werthe von z, von z = bis s = a:. 
Diess ist die bekannte M a da ur in sehe Formel. Von diesem Satze sind die fol- 
genden Entwicklungen Anwendungen. 

$. 1. 
Es ist 

vorausgesetzt, dass 9(2) endlich sei für alle möglichen reellen Werthe von z 
und dass die Reihe 

, A v _._ 2 **?'«>) . (2Ag )V'(0) 

convergire, für alle möglichen reellen Werthe von x. 
Nun ist bekanntlich 

— • 

Substituirt man Diess, so ergiebt sich 
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-rt»«-^* +ra?— - i- 

Dadurch erhält man folgenden Lehrsatz: 

Ist g>(2fcr) und e^cp&kx) für alle reellen Werthe von x endlich, und 
für dieselben Werthe die Reihe 

convergent, so ist 

(1.) 9>(6)+ ~ V- + 1 .2 + + T:ad r + «nmf.=^-* , g : (2Arx>/ a r. 

Hieraus folgt weiter unmittelbar: 

wenn man in die obigen Bedingungen)^ statt k setzt 
Man setze <p(y) = i\>(z+y), so erhält man : 
Ist i{;(z+2x/r) sowohl, als e" 1%, ip(z + 2xk) endlich für alle reellen Werthe 
x und ist für dieselben Werthe die Reihe 

/x . 2*^s) (2*<r)V'(*K • • r 

op(z)H j 1 |2 "*" • • m wl. 

convergent, so ist 

(3.)t|<s)+— [ — ' ■ l2 + + ~T2T:r + " VüJ e v(i + '2x/r)r/s; 

" OB 

welches die, bekanntlich von Laplace gefundene Forme! ist. 

Aus der Formel (1) folgt unter denselben Bedingungen: 

und 

(5.)<p(0)+3 'T+5-Ü-+ + 2^TX7 + ""i^^^3 r )'^' /r - 



wenn <p(*) für alle reellen Werthe von x endlich ist und die Reihe 

9>(0) + j 1 jf; 2 — + m\n\. 

für dieselben Werthe von x convergirt. 
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Aus (2) folgt 

und 

< 7 ) T" + T2" + TX3 + + 1.2...(r+l) + = y^Jf a J<r<^Vy)dy.dx 

wenn, für alle reellen Werthe von x, 

/n ,^ 2ar y (0) (2g)' y"(0) . . 

9(0)+ — | 1 j^ — •+• in inf. 

convergirt und <f(cc) endlich ist. 

$.2. 

Es sei die Reihe 

9(0) + 2^ 9 )'(0) + ^£!^ ) + in inf. 

für alle reellen Werthe von x convergent, und die Grössen 

9 (2 k x)Jir**y (2 kx) . x 
seien für dieselben Werthe von x endlich, so ist 



— 0» 



Benutzt man die Formeln in ($. 1), so ergiebt sich hieraus 

= ^ 9 '(0) + ^S) + *^^P* ]. 

Unter den obigen Voraussetzungen ist also 

(8 ) V(0;+ -^r 2 + -nj- +....+ -rf — > '+...= ps/ *- spöä*).^^ 

(9) g)'(0)+ V + -^+....+ xTa ...../ + — = tf s /f#4^; 



woraus 



(io)cp (oh— |~+ -jTj- +...+ lt2 .... ■;+••••• - ^ f^w 

folgt. Aus (9) und (10) ergiebt sich 

V(2ay) 



*/ r ^ X£d v d ° r - 
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wenn das Integral in (11) endlich ist und die übrigen Bedingungen erfüllt wer- 
den. Für k = 1 erhalt man einen der Formel (7) analogen Satz. 
Unter eben den Bedingungen erhält man aus (10): 

woraus für k = 1 wieder ein einfacher Satz folgt. 
Ist die Reihe 

i|<*) + 2£* 4»'(z) + (2ÄX) 1 ^ + in inf. 

convergent und i|j (* 4- 2 Ar ac) , e x xp(z 4- 2 k x) für alle reellen Werthe von 
x endlich, so folgt aus (8); 

C13.)faf/00-| j h + — jf2 r + = W er *W+ 2 «*)" A- • 



§. 3. 

Es sei die Reihe 



spWH — i — h— T2 h ,n,nf - 

für alle reellen Werthe von x convergent und die Grössen <p(kx) , — p 

seien endlich, so ist 



Nun Ist 

~Vr" . 1-3 <?r-l) 

~VT d * = * V *> 



I 



30 





also 



~y x -'dx = «L«p(0)+ Sf- '+A 2 9"(0)-2l+ +^^°) 2 .4 2r + J • 

Unter den obigen Bedingungen ist demnach 

Durqh Integration nach k erhält man hieraus leicht neue Formeln für k = 1, 
vnter Bedingungen, die nach dem Vorstehenden leicht auszusprechen sind: z.B. 

(15.) 9(0)4V(0).|hV'(0). £!+.... «p«<0). l j&f^S?+ = T*$-^ d% ' 
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Ist für alle reellen positiven Werthe von x die Reihe 

i\){z) + kx—Y — r*~ — j~2 — • + in int. 

e~* 
convergent, und sind i|>(z-t-A;x) t o|i(*+Ara:)w- endlich, so ergiebt sich aus (14): 

§. 4. 

Wenn für alle reellen positiven Werthe von x die Reihe 

9 CJH \ 1 f."2 h in inf. 

convergent ist, und e~ x cp(kx) , <p(fcx) sind endlich (die erste Grosse ist es, wenn 
es die letzte ist), so ist: 





Nun ist 



o 
also: 



fe' x x r dx = 1.2.3 r , 



fe~* y(Jix)dx = #) + V(0) i + *V(0).-k|+ .... + ^( )-O^ 
Demnach erhält man unter den obigen Voraussetzungen : 

(17.) 9(0) + V(°) + + AV r) (0) + =J7-*<p(kx)dx, 

a 

woraus 

(18.) y(0)4V(0)+g> i '(0)+ +9 (r) (0)+ =/r~<p{x)dx, 



folgt, wenn ftlr alle positiven reellen Werlhe von x die Reihe 



... 



x . , ÄV #* 



9C0) + r cp'(«)+ 1^9" (0)4- 

convergirt und cp(x) endlich ist. Integrirt man die Formel (17) nach k , so er- 
giebt sich daraus ein neuer Ausdruck. 

Ist für alle reellen positiven Werthe von x die Reihe 

fa^C») . *W(») . 
" 1 1.2 

convergent und ib(z 4- kx) endlich, so folgt aus (17): 

16* 



a (, W a.=^=£ + 
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(19.) i|»(z) ■+• Aif>'(«) ■+• A*if>"(z) + + Aft[*w (s) + =fe-"Kb(z+kx)Jx, 

und für Ar =1: 

(20.) tf< s ) +i|»'(«) + ^"(*) + + ^ w O) + = Je 1 ' W*+ x)dx. 



§. 5. 

Wenn für alle reellen positiven Werthe von x, von bis 1 (eigentlich 
1 — e, wenn e eine unendlich kleine Grosse ist) die Reihe 

convergent ist, cp(2kic) und ]/ f i ,» endlich sind und 

g)'(0) = , g> w (0) = , 9<»>(0) = 0, u.s. f., 
ist, so ist: 





jNun ist 

x*dx _ 1,3.5 (2r- l) , 

V(l-^) — 2.4.6 2r "**» 

also 



/, 



$ 



y(2fcr) , , r ,^ . r (2*)'^ 0) 1 , (2*)»y<»>(0) 1.3...(2r -l) l 
1/(1-««) «* = 5 * |_ W **" L 1.2 2" 1 " "*" 1.2 fr 2.4 2r "J 

=i*Ly(o)+-v+ + itä^ + J 

Demnach ergiebt sich unter den obigen Bedingungen : 



*y ; (0) *y>(0) *»y(*>(0) 2 /*p(2*s) 



1*1.; w f ;+ i* ^ i* # 2* l f .2* r* 



Durch Integration nach k lässt sich daraus leicht eine neue Gleichung bilden. 

Ist ferner für alle reellen Werthe von x, von bis mit 1 — e, die Reihe 

convergent, sind i\)(z+2kx) und "y/j^I^ir endlich, und ist 
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y(z) = , ip>(«) = , i|/ 5) (z) = 

so ist 

(22.) aK*)-»"-^- + "«"P^-Ji-»- " xjv(l-a*) dx 



§. 6. 
Setzt man voraus, dass 

9(0) = , 9"(0) = , 9 M, (0) = u. s. f. 

sei, und dass für alle reellen Werthe von x, von bis l — e, die Reihe 

fcry'(Q) . (M'y^ ffl) _^ (fcr)V«»)(0) . . . , 

~ 1~ + -X2T3 - "*" 1.2 5 + ininf 

convergire und g>(fcr), yrT^" *j endlich seien, so ist: 

JV(l-«») lla? "" t /Wl-^)L 1 * + 1.2.3 a:+ -- + l,2...(2r+ir ^'.T* 

Es ist aber 

a»+ l _ 2.4.6 2r 

J/(l-**)~ 3.5.7 (2r + l) 

also ist 



/i 



ü 



y(Aar) *</(0) A*yt»>(0) 2 Jt^-'«y(^')(0) 2.4 2 r 

>(Y-x*) dx — i + 1.2 3 3 ' ' 



Kl-*') * 1.2 3 3 T " f "l.2...(2r+l) 3.5 (2r + l) 

_ £ „ /<ft , *V 3) (0) , * v*Y«~»(0 ) . 

— *9vV;-+- 3« •+■ "»"3«.5» (2r+l)«'*" 

folglich unter den ^»bigen Bedingungen: 

m > AWTO) +^P-^ -*- *^ 8 Ä*. + **"y*"»(0) /^ 

IM.) Kcp(V)f 3 , -i- 3 , 5 , t- -+- 3 , 5 , (2r-»-l)»"*" "Vol- 



lst tf<*) = , of)"(z) = , i|> (w (z) =* , und für alle reellen Werlhe 

von x , von bis 1 — e, die fleibe 

1 + 1.2.3 + 

V 0* ~t~ ix) 
convergent, und sind tyz+kx) und w ( | __ »■> endlich , so ist : 

(24 ) *if>'(*)+ — gi— + -ärji- + .... + 3 ..5» w (2r-|.l)» + JVÖ^/** 
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§. 7. 

Ist <p'(0), 9 (S> (0), 9 <s, (0) Null, während für alle reellen Werthe von 

x, von bis 1 — ^ > die Reihe 

^ . (2*g)V(0) . (2Ag )V«>(0) . . . 

9(0)+— Xä + 1.2.3.4 + ,n,nf - 

convergent ist und tp(2Äx) (und auch ]/(l — x 3 ) <p (2Zr#)) endlich sind, so ist: 





Aber 



y>T(i- **)</* = oirf&rV« • s w » 



3) 
also 



f'toL M//i ~»W 1 T /m . ( 2 W(0) 1 , (2*) v . y<^(0) 1.3...(2r-l) . -| 

y g,(2^)v(i-x s )^= Hrt^-ra" i + - + Txrrär • 4.6..,(2r+2) -'- ~ J 

-.X/nuM + 1 *y*>(0) -i 

Folglich erhält man unter den obigen Bedingungen : 

,^-v ,«v 1 iV'(0)^l MOL A 1 A*o><»>(0) 4 /•» Xl// , , w 

(25.) 9(0)+ 2 ' ~P + 3 ' l^+'+r+I ' V%*..f» + -^<f(fr»)V<l-aW*' 

Daraus folgt leicht 



(26.) i|)(x)+2- - J p---+ + ^n-(ix^ + " ^y , 4>(*+ 2 MV(i--*v*; 

wenn ^'(z) = . ii> (3, (z) = , of> w («) = 0, und ferner von x = bis 

x ss 1 — £ die Reihe 

i ( ^ . (2*x)V (») . gfcQVOft» . 
W)+ i72 "*" 1 4 + 

convergent und af> (z + 2A , a?) endlich ist. 

§. 8. 

Es sei 9(0) = , 9 <J) (0) = , 9 (4) (0) = von x = bis 

x = 1 — s, die Reihe 

kx<p'(0) (fafy WCB) 

1 + 1.2.3 ""•*••• 

convergent und (p(kx) endlich, so findet sich auf gleiche Weise, wie in (§. 7), 
wenn man erwägt, dass 



I 
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/S-Ki — ■>*-!&&:& 



(2r + 3) ' 
ist: 

i V(0) 1 *»yt»>(0) 1 *^V<^)(0) /* 

Hieraus folgt 

/0 ^vl *^(«) 1 *V^) 1 *^V W,) (») _ / ,l |/xIM//l IN 7 

(2b.) ä - p— H5-PT3T+ +2^3 ^y. r ; (2r ^i)i + - =y^tÄxMl-xVx 

wenn i{j(s) = , i{> (a) (z) = , xf/ 4 >(z) = 0, und von x = bis a:= 1 — £ 

die Reihe 

i + 172.3 "*" 

convergent und i\>(z-\-kx) endlich ist. 

Durch Integration nach k ergeben sich aus allen diesen Formeln neue 
Ausdrücke. 

4 

§. 9. 

Ist von x = bis x = 1 — e die Reihe 

m ^m-i_* x ^ (0 > . C*»)V(P) .... 

<p(0)+— — •*- 1#a -»- 



convergent und cp(Äx), <p(Zra?) log a: endlich, so ist 

/i(*x)logx</x =/io ga? [ 9 (0)+^ ) x + ^^ x J + ]//x. 

Aber 

/' 1 

tfMogtf.Jx = -— — ^; 

woraus sich unter den obigen Bedingungen: 

ergiebt. Vorausgesetzt, dass die zweite Seite dieser Gleichung endlich sei, gilt 
diese Formel auch noch, wenn cp(/rx).logx nicht endlich ist, für x = 0. 
Ist von x = bis 1 — t die Reihe 

xKO + — i— + -"X2 — + 



convergent und x[;(z + Zrx), i|j(z + &x) loga: endlich , so ist : 



i 
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§. 10. 

Setzt man voraus, dass für alle reellen positiven Werthe von x die Reihe 
convergent und e~* 9 (ta?) J/a? , so wie <p(Ax) endlich sei, und erwägt, dass 

ist, so erhält man, auf die zur Genüge bezeichnete Weise: 

(310tfO)+V(0)f+VaO).|3+.^ 

woraus 

folgt, wenn die Reihe 

YW -* 1 — 1 T2 — 



• • • 



für alle reellen positiven Werthe von x convergent ist und e"*i|)(z + kx)]/x 9 
i|>(z -f- koc) für dieselben Werthe endlich sind. 

§. 11. 

Die obigen Resultate würden sich leicht noch vervielfältigen lassen ; es 
mögen aber die vorstehenden genügen. Hinsichtlich der Gültigkeit der Formeln 
(1) bis (32) ist indessen Folgendes zu bemerken. 

Zunächst sind sie nur gältig unter den jedesmal am Anfange der Paragra- 
phen ausgesprochenen Bedingungen; und dann auch nur, wenn die vorkom- 
mende unendliche Reihe convergent ist. 

Denn es sei 

Z -f- Z x -t* Z% + •*- ^r + ••••• 

eine unendliche convergente Reihe, deren Summe = Z ist, so ist die Summe 

fz o dz+/Zidz+^/z % dz + +fz,dz + 

a *tf a a 

=J(Z + Z X + Z % + + Z r + ...,..)dz —Jz d 



z 

a ' 
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affenbar nur insofern convergent als es 

fz t dz+fz l dz+fz 2 dz + . . . .+/z r dz + . . . .+ 

a a . a o 

ist* Denn wäre diese letztere Reihe nicht convergent, so konnte von ihrer Summe 
nicht die Rede sein; ist sie dagegen convergent, so folgt daraus, dass 

fz dz+Jz i dz + +/z n dz — f(Z 9 + £, + + Z„)dz, 

a * a a 

für jedes endliche n gilt; auch dass 
fZtdz+fZ x dz + in inf. = /(Z + Z l + in \nf.)dz =fkdz 

a a a • 

sein muss. Umgekehrt also ist nur insofern 

fZdz =^ß: o dz+fz i dz + +/Z n dz + in inf. 

a a a a 

als die Reihen : 

Z +Z t + Z 2 + in inf. 

JZ dz +jZ k dz +JZ 2 dz + in inf. 

a a a 

convergent sind. 

Ferner ist jedesmal vorausgesetzt, dass die in den Formeln (1 bis 32) 
vorkommende Grosse unter dem Integralzeichen endlich sei, im ganzen Umfange 
der Integration. Diese Voraussetzung ist unerlässlich, wenn das bestimmte In- 
tegral Geltung haben soll. Jedoch ist sie für die untere Gränze selbst nicht un- 
bedingt un erlässlich. Ist nämlich das bestimmte Integral endlich, so kann die 
Grösse unter dem Integralzeichen für die untere Gränze selbst, möglicher Weise 
nicht endlich sein, ohne dass die Gleichung aufhörte, gültig zu sein. 

Im Folgenden sollen nun einige Anwendungen der Resultate gemacht 
werden. 

$.12. 

Man setze in (7) <pOr) = cosx, so ist 

<p(0) = l , 9 "(0) = -l . y«>(0) = l, 9) o>(0) = (-l)', 

also 

i*H + l.M.4 + = y^^ 9 ]Ao$(2xVy)dydx , 

weil diese Reihe convergirt und bekanntlich = — (e~ l — 1) = — — ist. 
Setzt man y = z 9 so erhält man 
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Jcos(fLx\ y)dy = 2Jzcos(2xz)dz . 

o J o 

Es ist aber Jz cos (2xz)dz =r — «j / — 2 ^ 



2 
ssin(2a?s) cos (2 a?*) 



2a? T 4; 



.1 



/* , n x , sin (2a?) cos2a? 1 
Jzcos(2xz)dz = -^- + 4^, 4 -, 

f 1 rc% 1/ \ 1 sin (2a?) cos 2a? 1 



r^if 1 /o w \ 1 j |«- x sin2a? , fcos(2a?) — 1 _t , 
J e~*J cos (2xYy)dydx = I </#+ I 5-5 e * rfa? 

also ist 

•««*\ /""^ a?sin2a? — sin** f — 1 . 

(33.) >-< ^ rf* = -jj-V* , 

wofür man auch schreiben kann : 

P» 1 «-1 

|-^T"(2xcosa:— sinx)sina:rfir = ~^rr]/ lt • 
Man setze in (5), 9(4?) = cos x , so ist 

111111 1 r*?*t* 

1- 3' l + 5 # r2T3""7'Ü2".3 + = \faJ e Jcos(2xy)dydx . 

Aber 

Je~ x Jcos(2xy)dy dx = I — 5 dx = l-^-$m2xdx. 



Ferner ist 

1 1 1 C\- ** £* T /l . 

dk 



,1111 

1 — ö' r 



3 1 T 5 12 

"0 



-/&-?-►&- •••••]'*-/* 



Demnach ist 



-tr 



(34.) ß^Mvdx^Wnßfi, 
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wodurch das Integral I — s\x\%xdx auf ein anderes reducirt ist Uebrigens 



ist auch 



(35.) I CL s in 2 x dx = \/>afe- x *dx , 

J x • 

Ce-** ... V'ji 

d. h. der Werth des Integrals I sin2xc7x liegt zwischen V* und — . Führt 



man diesen Werth in (33) ein, so ergiebt sich: 

Vitß-^dx— fc-siVxrfa; = '-^V* • 

(36.) ß^sin'xdx = ]/«[fi-* x dx- ^] . 
Man setze in (7) g> (x) — <■*, so ist 

A<2x]/y)dy =f^dy » 2^-*rf« = 3>-£ + £] 
Ferner ist g>(0) ■» 1 = <j)"(0) = <p (4> (0) = u. s. f., und dann 

•^-^B — • —OD 

Hieraus folgt 

-OD 

Bekanntlich ist 

fr*.e**dx = e»)f«, 



—CD 



folglich, wenn man nach k integrirt: 



Danun/fHrfa; = 0, 



-4-od 

so ist 



(38.) /«r*"*- $ = 2 Vtt/^W* . 



—30 



17 • 
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Integnrt man zweimal nach k, so ergiebt sich: 








Substituirt man diese Wert he in (37) , so erhält man 

fWdx -ffödx .dx = %e- 1), 

• 

welche Beziehung auch leicht direct bewiesen werden kann, indem 

fe*dx -ff*t*dx . dx =f\e* -f*e? Jx] dx 



ist 

Die lnte%n\tje~*dx, Je**dx lassen sich leicht in stark convergirende 

o o 

Reihen entwickeln. Es ist nemlich : 

Jpr*d* = 1 - J+l-ri- f iX3 + i-OXi- = «.7468241337.. 

fa*d» =1+1 + 5 T2 + f IX3 + =1,4626517447. 



ffSdv.dx = l+TZ+tt rä+O rfl + =0,6035108316. 

A A * 





so dass 



arX, ^ n2x . </x =r 0,7468241337 V« , 





• 



/' 



«r» sin 9 « » — i/^.rn'?viÄQo>«iQ!i'7_i_f^J 



"0 



dir = ]/* [0,7468241337 + ^] . 



dx 



ftr m%JtV '^ - 2V«. 1,462651744, 



f*~* "'TZ'Jl^' 3 * Ä 2 V*. 0,603518316. 



§. 13. 

Man setze in (9) g>x =s sina?, so erhält man: 
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also 

(39.) fc-**xsin (2kx)dx = ke~** \y n 

o 

Integrirt man nach k zwischen den Gränzen 1 und , so erhält man : 

Je-*Ps\n*x . dx = Wnjxer**. dx *» g Vn ( -^- ) ; 

wie bekannt 

Durch Differentiation nach k folgt aus (39) : 

(40.) jfa.arhu<pk» + lmc)dc - ^/-^, 

also für /» s 1 : 

fr<x*C9s{Zkx)dx - ^ (1 -2A>-*' 
*.-**. o* sin (2x)tfar -jjj. 

Jer**.x*cot(jbx)dx » — 4^« 

u s. f. 

Setzt man in derselben Formel <p(x) « e*, so erhält man: 

(4L) fr*****, xdx - ä^J/tt. 

— 40 

Durch Differentation nach /c findet sich 

(42.) fr< e**. x~». dx - jp • j£ (Ar«* 1 ) , 

also für n ■» l : 

jfe-*e**.x\ dx » ^(1 + 2*0^. 

Aus (12) folgt für cp(x) tm sinx: 

(43.) fe~'\\n\xVk) dx - 0=f5£. 

welche Formel auch aus (39) durch Integration hervorgeht. 

Setzt man in diesen Formeln x ■■ z]/a und transformirt die Resultate, so 
ergiebt sich ; 

(44.) ^.«-.«fa-^-.K«.- yf^.^.^-A-j^^a«-)' 
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für a>o. Durch Differentation nach a würde man hieraus neue Formeln er- 
langen. Nach dem, was sich in (§. 2) zeigte, gelten die aufgestellten Formeln 
ohne alle Einschränkung in Bezug auf k (oder b in (44)). Man setze daher in 
(44) ib statt b, so erhält man: 

e- az .zs\n(2bz)dz - ^^e fl . 

Die letzte Formel ist die erste (44); die erste fällt mit der dritten (44) zusammen* 
Man setze aber h = r (cos 9+ /sin 9) und beachte, dass 

sin(26z) == sin [2rz (cos 9 -4- /sin 9)] =» sin[2rzcosg>-t-/.2rzsincp] 



t» _* 



Ä« " = re a Icosjcp — — sinfyj + 1 sin f g> sin2g))| 

ist , so erhält man : 

7~' u \z(e-* tli '*+e*" i "*)sm(2rzcos<p)dz = ^-I^Ü^fcos( 9 )--sin29) 
(45 )l' ^ _?' 

f?-"'.z(e+* r ' ,i '*—e- lr " im ')cos&rzcos<p)dz = re~ " ~*r« sin ^ y _ ^ sw 2y) 

für r und a>0. Da ferner 

e u* = jm-f+i+f) _ ^-^[cos(2rzsiny) + isin(2rzsinv)], und 

fe? _ re i C9t ^\cos((p + Jsin2(p) + i $ in(v + jsin2<p)j , 
so findet sich: 

e~" .^' mr cos (2rzsmq>) .zdz =» v "' n ' cos(«> + -sin29>) 

1 _• aVa ^ ° / 

(46.) ( % 

lfi Z "\e»" t ' r s\n{2rzsm<p).zdz = ^!I5lI!!Tsin(qP+£sin2qp) 

für r und a > 0. 

Die Differentialquotienten in (40) und (42) können nach den Formeln im 
(32. Bande d. J. Abhandlung 1) leicht entwickelt werden; da z. B. 

£(A^ = *£(^)+»a£ tfH* 
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§. 14. 

Setzt man in (14) <p(a?) = £*, so ist die Reihe convergent, so lange der 
Modul von k kleiner ist als 1. Unter dieser Voraussetzung ist also: 

1 + 2 Ä + 2.4 * + 2.4.6 ft + — ]/nJ Vx ' 



- va-ky 

Demnach ist unter der eben genannten Annahme: 

(47 \ tr* .eh.dx _ Vit ,/ n 

K %) J v* — V(i-*)— ri-A- 

Hieraus folgt 

(48.) fr*.*y*. d* _ y d'_ / i \ . 

welcher Differentialquotient nach bekannten Formeln berechnet werden kann. 
Setzt man in (47) az statt x und a">0, so ergiebt sich: 



ß 



.e**.dx i/n i/ 1 
oder 



o 



(49.) 



/»OD 

d \ 



wenn der Modul von Ä kleiner als a ist. Aus (49) folgt 



(50.) 



i 



Setzt man in (49) b = r(cos9 + /sincp) und nimmt r , so ergiebt sich 



<a 



(51.) 



1 te"*'.?** ** . l/^ 

\j — \fz — cos (rz sin cp) dz = y- cos Jxp , 

(•/ — V^ — sin(rzsiiig>)Ä = — y^sio|op 9 



,/r/ xa / • \n i 0— TCOSop . rSina>, . 

wenn q = R( a — rcos<P/-t-(rsin<JP) 4 J # cosip = — -- , smip = — — — »st. 

Setzt man in derselben Formel <p(x) = e* f aber y* statt k, und integrirt 
in Bezug auf y, zwischen den Grenzen o und Ar, wo Ä<* 1, so ergiebt sich: 
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(62) XX — fs*- =XX v* = v«.«(« - *>• 



und für Ar = 1 : 



j? 






§. 15. 

Man setze in (17) <f(x) = e* und nebine den Modul von k kleiner als 1 
an , so ist 

1 /•• 

H-Ar+Ä*+ — \ZTl =Je".^*.dx\ 

y n * tf» / 1 \ 

e~*. a? n . £**. <f x = jap« ( r^ri ) 

Integrirt man nach Ar, so erhält man 

(580 JOfcÄ* Ig (l_*), 

wenn der Modul von Ar kleiner ist als 1. 

Unter den nämlichen Bedingungen erhält man für Ar: 

1 /»• 

1— tf+k 4 — Ar Ä + = rFP =Je^.co$(kx)da;, 

das heisst : 

(54.) J e~*. cos (Arx) <fc = i +t % * 

woraus 

fe-*.x\cos(kx + \nit)dx = jf - (f^p) 

folgt. Aus (54) ergiebt sich: 

(55.) ß*&b* „. m0% = k) 

Eben so erhält man : 

*"•. sin(Arx)rfa: = jqpjfa > und 

< 56 > > * * 

J e- x .x n .$in(kx + \niz) = ^-f+£i» 
und hieraus: 
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(57.) n r 

j'l\n % {hx)dx ss |log(l + 4**), 

wenn der Modul von A kleiner ist als \. 

Die bier gefundenen Formeln sind grösstenteils bekannt; sie wurden 
nur aufgenommen, weil die obige Herleitung völlig direct ist. Aucb sind die 
Formeln nun für ein imaginäres k eben sowohl erwiesen. Für ein positives 
k gelten die Ausdrücke (54 und 56) und die aus ihnen abgeleiteten Formeln 
auch aber die Grenze k = 1 hinaus, da die beiden Seiten det Gleichungen in 
diesem Falle über k = 1 hinaus continuirlich bleiben. Die Differentialquotien- 
ten in (54 und 56) finden sich, wie in ($• 13), aus den Formeln in der Abhand- 
lung 1. im 32. Bande d« J., wenn man zunächst die dortige Formel (10) an- 
wendet. 

§. w. 

Man setze in (21) <p{x) = y/| _ g>> > > so ist 

9 (0) = l 99 *\0)=l\3.4...2n, 9 ( ^ ) (0)=(UJ5.-.(2r-l))l(2rt-lX2rf2)..2r/i. 

und für n ss 1 : 

9 (0) = 1 , 9 »(0) = 1* g><*>(0) = (1.3 (2r- 1))» ; 

alle übrigen von diesen Functionen sind Null. Unter der Bedingung, dass der 

Modul vonA: nicht grösser sei als s» findet sieb: 

*»» l»-3.4...2» t<".l«.3».5.6...,.4» JP»-l».3«.5» > ..<2r-l) , (2ftl) (2»-.»-2)...2m 
l+ 1»2*...ji* + 1».2» (2n*) + + 1«.2»3» (rnj* ■"■•• 



•s. 



Setzt man \k statt k, so ergiebt sieb: 



(58'.) / Kd - «*)ä -****)] ~J 

*S A *" A 



dq> 



Jt^sin^qp 




J » P.3i„h + V3*-5-6„ 4n ^iiT^1^»(2i-J)'(2i^1X2^^ x 1 

Setzt man /z = 1 , so erhält man : 
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/ 



V(l — i'sin*?) — 5 ,r L 1 ~H**Ai>'H* Ä V'i».2* + +(»*)• p.j» ^» +— «J 

_i Ti *!ll* jfc*'l''8» **.1»3» (2 r-l)» -| 

— ^1+ 2 , + 2 *. 4 . + + 2 -,. 4 , ^ + J; 

wie bekannt. (Man sehe z. B. d. J. Bd. 19 S. 5], Formel (1)). Die Formel 
(58*) lässt sich auch wie folgt schreiben : 

/ra\ f ** d<P »J"i , * w -l , -31..2 » ^►".!»4'.5'.,.(2r-l) , (2fflX2rt2)...2n t J 'l 

(SoJI y(i_ Ä 2- s i a *.o ) )-« ,I L 1+ 2M« (2«) 5t - t 2M»6* <2m/ + -_T 

und sie gilt, wenn der Modul von k nicht grosser ist als 1. 

Man setze in derselben Formel <p(ar) = y'(l — a-*"), so sind die Functio- 
nen <p(0) , <p'(0), alle Null, bis auf die folgenden: 

rtO)=lW<**>(P)=:--—^ ,... 9 ) (,n,, (0)=(2r-l)[l.3.5...(2r-5)] , (2rtl)(2r+2)...2rn.... 
Demnach ist 

tmn\fu,i /.»•*. w t Ti **^' 3 * 4 - 2 » ^(2r.l)l<-8'.5 , ..|2r- 3)»l2r+l)(2r^ )...2n» T 

so lange der Modul von k nicht > 1 ist. Für n ■» 1 erhält man 

/£i w • » / iTi *' 1 J^ 1 *' 3 ^.l'^,.,(2r-3)«(2>w.l) | 

wie bekannt. (Man sehe die angeführte Stelle, Formel (2)). 



§. 17. 

In der Formel (23) setze man cp(ar) =. WTZ~Z*]> so erhält man; 

<p'(0) - 1, . M . 9 ><*~*'(0) - l*.3 I .5 J ....(2r~l) , .(2H-l)(2r+2)....(2r/H-l), also 

/OH \ k *ÜÜ 46 2g k*** 1 (2r + 2)(2r + 4).... (2r» ) 

<W.; j + 3 '5-7.42m-l) + — " l "2r+r(2rH-3)(2r-i-5) (2r»+"l)"' 



• • 



J «C 1 - •")(! ~ **")**•) ''* "V P 





Für n sb 1 ist 






Die Gleichung (61) gilt, wenn der Modul von k kleiner ist als 1 , und auch für 
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Für n = 2 ist 

* *! 4 <*! ** *ÜÜ? (2r+2)(2! '* ' '"'**' 

l" l "3'5 + 5'7-9 + "*"2r+l'(2 



lr-»-2)(2r4-4).... 4r _ C ksmydtp 
!r+3X2r+5)„..(4r+l) + J V(l -*«sinV)' 



Diese Formel, so wie die (60), gilt unter den gleichen Bedingungen, wie (61). 
Setzt man in (61) ik statt k, so ist die Formel gältig, wenn der Modul von 
Ar kleiner ist als 1, und auch noch fiirü, und es ist: 



I"~3 + 5 



J C ksintfdcp , 



.1».. 



C 62 -) ly(i+**nV)= s * are ( t 8 =B *> 

Für ein reelles /r gilt (62) auch über & = ± 1 hinaus. Für k = gilt (62) eben- 
falls noch. 

Aus (62) erhält man 

< 63 -> feÄ = ir*[ arc < l 6 - *> -nr?] • 

wenn k reell und >0* oder wenn k imaginär und sein Modul <1 ist. 

Setzt man in derselben Formel (p(&) = oc]/{\ — x 2 "), so erhält man 

<p(ü) = 1 , ^»(O) = - 3.4 (2/z + 1) 

9)C^i)(0) — -[3.5 (2r - 3)]*(2r+l)(2r+2) (2rn+l)(2r-l),... 

also 

A™ 46 2» t*»** 1 (2r+2)(2r-h4) 2rn 

(64.) Ä- h3 ' 5#? ^jn-f)-— — (2r-lX2r+l)'(2r+3)(2r-+.5) w (2ni-Hl) ~ 



/*«** 1/(1- **»**■) /:K . „ 

wenn der Modul von k nicht grösser ist als 1. 

Für n = 1 erhält man : 

Jfc 8 A* A 7 / 4* 

*— i^ — ;j75~5j— =y/rsinq)|/(l-/c 2 sin a cp)Jg) . 

9 

Nun ist 

/l — k 1 
sing>|/(l — /r a sin a g>) Jcp = — jcosg>]/(l— /r'sin'g))— ~2*"" log^coscp-t^l-Zf'sinfy)) 

y^n 9 }/a-A 3 siuV^g> = ^r^Wn^+i« 

demnach ist 

18* 
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C 65 > «+«+£ + = **-Ki-A*)Iog J/(ra) 

wenn der Modul von k nicht > 1 ist. Für k = 1 ergiebtsich 

JL JL l_ _ * 

1.3"*"3«5 + 5-7 + ~ 2 • 

Setzt man in (65) ki statt k und erwägt dass 

,0 g ]/(jZ^i) = *arc(t g = A) , 
ist , so erhält man : 

( 66 > U-&+&7 — ■.. = l(l+*>rc(tg = A)-|*. 
wenn der Modul von k nicbt > 1 ist. Für Ar = 1 findet sich 

-1 _L JL J_ — i 1 

Aus (65 und 66) ergiebt sich leicht: 

Ä+Ä+ OT+- • • = Kl+Ä»)arc<tg = A)-K*-*>g V(t~*) . 

I3" f "5-7" i '9.1l "*" »* 

J_ J_ _L_ _ l i 

3-5 + 7«9 + lM3 + "" 2~ ^ ' 

Einige dieser Ausdrücke können auch auf eine von der vorigen verschie- 
dene Art gefunden werden; was jedoch hier übergangen werden darf. Setzt 
man k = r(cos<p+t'sin<p), so erhält man neue Formeln aus den gegebenen, die 
sich leicht aufstellen lassen, wesshalb sie hier nicht herzusetzen nothig sind. 



§. 18. 

Aehnliche Substitutionen sind noch in der Formel (25) zu machen. Setzt 
man in derselben <p(x) = i//f^i\, so erhält man: 

ixüüx*!!^ ** l' .3».5*. ..(2r-l)» 4 /Rl- «') , 

i* 
c 

~" nj 9 V(l-**sin^) ' 



4 I eo» % (p.dip 
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also 



cosV . dq> _, K—E 

J/(l - «TiEi^ö "" *» ' 



.„, *» 1» P 1V3» *► l'. 3»,5'...(2r -l)' . ÜV *-*! 

(68.) l + 2*2« + 3*2».4*"'' + r+l*2\4 , .6* (2r)» " f "'™^_ A "Fj' 

Die Werthe von Ä" und E sind aus den Tafeln in Ldgendre's „Traite' des 
fonctions elliptiques* als bekannt zu betrachten. 
Für k = 1 ist 



f- 



,» 



K(I-A\8in»g>) ^ 

tlso 

rt*^ 1_i* Üa-I 1^^. -uA_ ^ ^ (*- iy . 4 

^OT.J l + 2'y + 3'2'.4 , + r-M"2\4* 2r* " 



TS 



In der Formel (68) darf der Modul von k nicht > 1 sein. 

In die nämliche Formel setze man <p(x) = V(l — x) 2 , so erhält man: 

,_*!.I_*!.Ü! ** l».3',5'.,.(2r-3)» (2i-l) i /Vr(l-*»Yl-AV)lrf* 

1 9 2* 3 2». 4* - (r+l) 2\4*.6* (2r)» ... - ^y KU* * A» «"».U« 

4 M* 

— -./cos V ]/(l — Ar a . sinV) • <f 9. 

Nun ist 

/cos'yya — *\sin'9M9=7K(I— *".«n , 9).<f*- YsinVK(l - A'.sin»?).*/? 
• • • 



/ «ny .rfy £-Ä f sin«y . _ 2(1 + *») * 



.,y(l-*».sin» *» ' J V(l- k'.sitfcp) 

demnach ist: 



/7«m *! * *! L*j^_ JÜ 1 *- 3 *-- (2r i 3 ) , < 2r -J) nMxi-**) 2£i4 

C7u.;i— 2'2»""3'2«.4» "•"r+rsFri»:"..;:.". "<>)• " •-"L 3*> "•"tjjj 

und für Ar = 1 : 

1 1 i II 3 . J_ A *- 3 ' (2r~3) t ( 2r-l) 8 

*"~S'SP 3 2*.4«~ *"r + l'ä*V4» " (2r)* ~ ** 3«' 
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§. 19. 

Man setze in der Formel (27) x|/(l — aP) = g>(x)j so ergiebt sich: 

9 '(0) = 1 ,g> 3 (0) = - 3 , ^»(O) = - P.3*.5 a (2r- 3)^-1)^+1), 

also; 



fkxVQL-Vx*)y(Ux % )dx 



3 1.3.6 3.5.7 (2r-lX2r-Hl)(2r-h3) f 

=y jfc sin 9 cos*9 . |/(1 — A'sin'y) • dtp. 
Nun ist 

J sin <p cos a g>j/(l— Ar* sin *g>) . tfg> = — ( "4 "*" gy cosy) V (1 — A^sin *y) 

H 8 ^» log[Zrcosg> + V(l — Ä a sin a g>)] , 




also 



/£,<pcosW(l-A»«n V<*9 - J+ W ! + (1 iF L, logl/(^> 



k k* k* k** 1 k \-k* (1-*V l/zl-ix 

( 7I -)ä~ lX5~"3X7~"""~ (^ä)^+i)(S+3) ~-"" 4 + W*~~8k r ~ ] °*V (Wi) 

und für A = 1 : 



111 1 



1.3.5 ' 3.5.7 5.7.9^ 12* 

Die Formel (71) gilt, wenn der Modul von k nicht > 1 ist Setzt man ki statt k, 
so ergiebt sich : 

* ** ** _*!___*!_ * l+k\ (l +k*)* , 

3" f "IX5""3.5.7 + 5.7.9 7.9.11"*" " 4~ 8* + 8*' arc * ( tan S — *' • 

( 72 -) 1.3.5"~3.5.7 + 5.7.9 7.9.11 + " 8** arc.(tg_ k)— , 2 8A » 

1 11 1 _ i I 

• • • • • •-" »tTC ™~ .» • 



1.3.5 3.5.7 * 5.7.9 7.9.11 •* 3 

Durch Addition und Subtraction von (71 u. 72) erhält man leicht neue Formeln. 

Man setze in derselben Formel cp (sc) = w^i _«,«•> , so ist : 
<p'(0) = l . 9 <»>(0) = 4- 3 , ...i. 9<** 1 >(0) = [1.3.5...(2r-l)]X2r+l). 



und demnach: 

*' 1 *• ***» 



— • 



3 .■> 3 T T (2r+l)(2r+3) 



lk x.V(l — x*) , f k sin wcos*<f. da 

J, V(l - *»**) dx -J t V(l - A*«inV) * 
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Aber f ■toyeoaVtfy cot<pV( l- k*dn*a >) m 1 -*' , ,, . t//1 ,.. , % 

J V(l-y.ginV) TP +^ 5 -log(Arcos 9 + m-Ä«8m > 9 .). 

f ginqpcosy.rfqp t 1 — t* . -|/^ 1 — 1 \ 
•^K(l-**«n» " 2*» + 2*« ,0 6 r Vi + k/' 

also 

_*_ iL iL j. * W1 j_ l-*» . i//i+i\ 

1.3 + 3.5 "*"5.7 + ' (2r + l)(2r + 3) "*"— " 2*" 2A» IOg rVl-*/ ; 
was nichts anderes ist als die Formel (65). 



$.20. 

Man setze in der Formel (31) k* statt /r und integrire nach Ar, so erhilt 
man 

v* 

9>(o)+*v(o).g+ *^ ».4. i !::::.'.^i; I) - < - -^i^lw*-*. 

und» wenn man abermals integrirt: 

Die Formel (73) gilt, wenn der Modul von Ar < 1, die (74) wenn er nicht 
> 1 ist. 

Man setze in (73) <p(x) sb «•, so ist g>(0) es 1, y(0)' = 1, u.s.f., also 

j + Ä».j + Ä».5j+ -KÖ^-^^ ^ k 'dk.dx, 

d. h. 

(75.) / /«"*■ «*'*• K* • <*• <& = y/\-k*) ' W* ' 

wenn der Modul von h kleiner als 1 ist. 

Durch Differentiation findet sich hieraus : 

(76.) Jtr*. «*'* . \x . dx = 2^(1^«)» ' 
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unter denselben Bedingungen. Setzt man ki statt k, so erhalt man eine neue 
Formel. 

Setzte man in (74) <p(a?) = e?, so wäre der Werth des dreifachen Inte- 
grals der Seile rechts gleich arc(sin ss k). So ist u B. 

ff- \e~* ,\w. &**.<!&. dy.dx = \nf. 
Aus (76) erhält man 

(77.) fe- 9 .3?.e ± *.Vx.dm=*\V* .^v (y (1 ^ t) « ) > 

wenn der Modul von k kleiner als 1 ist. Für ein reelles k > und wenn die 
unteren Zeichen gelten # findet diese Formel auch Statt, wenn &> 1. Der hier 
vorkommende Differentialquotient findet sich leicht nach bekannten Formeln. 

Die vorstehenden Resultate , die sich leicht noch vermehren Hessen, wer- 
den dienen, die Anwendbarkeit der allgemeinen Entwicklungen zu zeigen. 

Sinsheim, im Februar 1847. 
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8. 

Behandlung einiger Grund- Aufgaben der analyti- 
schen Geometrie, im schiefwinkligen 

Coordinatensystem» 

(Von Herrn Dr. R. Bataer, Oberlehrer am Gymnasio zu Dresden.) 



Xch habe in dieser Abhandlung versucht, den Zusammenhang unter ge- 
wissen Fundamental -Aufgaben der analytischen Geometrie im schiefwinkligen 
Coordinatensysteme darzulegen, um dadurch die Masse der auszuführenden 
Rechnungen möglichst zu vermindern. Von geometrischen Principien brauchte 
ich dazu die Proportionalität der Schnitte von Geraden durch parallele Gerade 
oder Ebenen, und die rechtwinkligen Projectionen. Als Hauptmittel des Calculs 
hat die Proportion und die Einsetzung proportionaler Werthe in eine Gleichung 
gedient So Hessen sich alle Rechnungen vermeiden, bei denen bedeutende Re- 
duetionen vorkommen und welche also im Verdacht von Umwegen stehen. Im 
dreiaxigen System hat sich die Einführung gewisser durch dasselbe bestimmter 
Constanten (a, ß 9 y, 8) , so wie gewisser von den Richtungen der Geraden und 
Stellungen der Ebenen abhängiger Functionen (9, er) zweckmässig gezeigt. Bei 
Behandlung der Geraden im Räume glaubte ich die Symmetrie durch Zuziehung 
von drei Gleichungen zwischen je zwei Goordinaten eines ihrer Puncte zu fordern. 

Den Ausdruck „Stellung einer Ebene", wie „Richtung einer Geraden* , 
vermöge dessen man das Gemeinschaftliche paralleler Ebenen angiebt, verdankt 
man von Staudt, Geom. d. Lage. 1840 . Die Bezeichnungen „ Richtung (Jgh)" t 
»Stellung (ABC) % \ wie „Punet (xyz)" für die Richtung, welche eine Strecke 
hat, wenn ihre Projectionen auf je eine Axe, parallel mit der Ebene der beiden 
andern Axen, sich me f:g:h verhallen, und für die Stellung einer Ebene, deren 
Normale mit den Axen Winkel bildet, von denen die Cosinus sich wie A:B:C 
verhalten, erlaube ich mir weiterer Beachtung zu empfehlen. 

Den ersten Abschnitt aus der analytischen Geometrie xler Ebene habe ich 
hinzugefügt, um bei gleichartiger Behandlung bereits die Keime der reichhaltigeren 
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Ausdrucke, welche in der analytischen Geometrie des Raumes vorkommen 9 auf- 
zuzeigen. Der im zweiten Abschnitt $.1 eingeschlagene Weg ist früher von Sturm 
(Gergonne Ann. de Math. tom. XV. S 330) zu polygonomettischen Untersuchungen 
betreten worden. Bei demselben Geometer, mit dessen Abhandlung die von 
Cauchy (Exercices danalyse et de physique tom. III. S. 305. Vergl. S. 343) im 
Wesentlichen zusammentrifft, finden sich auch die ersten drei Ausdrücke (§. 7) für 
den Cosinus des Winkels zweier Geraden ; während der vierte Ausdruck , den 
Grunert im Archiv f. Math. u. Ph. ß. VIII. S. 194 entwickelt und für neu hält, 
sich bereits bei Magnus (Aufg. u. Lehrs. aus der analyt. Geom, des Raumes $. 9, 
(7)) findet. 

7. Von dem Punct und der Geraden in einer Ebene. 

1. 

Sind OP — x und PQ = y (Fig. 1 Taf. IV.) die Coordinaten des 
Puncts Q, parallel mit zwei gegebenen Axen, und ist OQ = r, %o ist 
(1.) r =a x cos xr + y cos yr 

ircosar = a + y cosxy 

rcosyr = arcosxy-t-y. 
Denn OQ und die gebrochene Linie OPQ haben, auf die Richtungen r, x 9 y 
rechtwinklig projieirt, gleiche Projectionen. Hierbei bedeutet z.B.xr hinter dem 
Functionszeichen cos den Winkel, um welchen die Richtung r von der Richtung 
x in bestimmtem Sinne abweicht, so dass xr und rx entgegengesetzte Winket 
sind, deren Cosinus aber, wie bekannt, übereinstimmen. 
Aus den obigen Gleichungen folgt unmittelbar 

(3.) cosar:cosyr:l =^x + ycosxy:xcosxy + y:r. 

Wenn man aber die Gleichungen (4 u. 2) beziehlich mit r, x, y multiplicirt und 
die Producte addirt, so erhält mau 

(4.) r* = x a -4- 2xy cos xy «+• y*. 

Umgekehrt folgt aus den Gleichungen (2): 

(5.) x\y\r « cosxr — cosyr.cosrpy.'cosyr — co$xr.cosxp:$in 2 3?yi 

und wenn man statt x,y,r 9 die proportionalen Werthe in die Gleichung (1) setzt: 

(6.) sin a ay ™ cos*xr — 2 cos xr . cosy r . cos xy -*- cos a y r. 

Anm. Sind die Coordinaten der Strecke QQ t (Fig. 2), d. h. die Pro- 
jectionen dieser Strecke auf die Richtung 4?, parallel mit der Richtung/, und auch 
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die Richtung y parallel mit der Richtung x, so bestehen zwischen QQi, x x —x f 
fi — x y, dieselben Relationen, wie zwischen r, x 9 y. 

2. 

Für alle Puncte (xy) der Geraden OQ ist x:y:r constant, wegen der 
Aehnlichkeit Her Dreiecke, welche den Anfang zur gemeinschaftlichen Spitze und 
die Ordinaten zu Grundlinien haben. Daher ist 

x:y=/:g 9 also gx— /> = 

die Gleichung dieser Geraden. Für die Coordinaten einer parallelen Strecke 
x x — x' ,yi — y* findet dasselbe Verhältniss Statt ; daher ist 

x l — x':y l — y i =/:g $ also gx'—fy' = H 

die Gleichung einer Parallele zur vorigen Geraden. Umgekehrt folgt, dass die 
Geraden (ga? — // = Ö) und (gfx'—fy' = #0 parallel sind . wenn 

fs'=fg 

ist. Demnach ist die Richtung der Geraden durch das Verhältniss der Zahlen / 
und g bestimmt, und man kann kurz sagen, eine Strecke habe die Richtung 
C/g)t wenn ihre Coordinaten sich wie /ig verhalten. 

Verhält sich die Strecke zu ihren Coordinaten wie Q*-f-g f so ist nach (4) 

Q* = r + 2/#cosary -*- g 
und zur Bestimmug ihrer TVinkel mit den Axen ist nach (3): 

cosa?r?cosyr:l — f+gcosxyifcosxy + g: q . 

3. 

Die Normale ON = n der Geraden (gx — /y = H) (Fig. I) ist die 

rechtwinklige Projection der gebrochnen Linie OPQ auf die Richtung ON, 

wenn OP und PQ die Coordinaten eines Puncts der gegebenen Geraden sind. 

Daher ist 

x <;os x n + y cos y n = n . 

Diese Gleichung ist mit der gegebenen Gleichung gx — fy = ff identisch, folg- 
lich ist 

cosxn : cosyn : l = g : — / : — . 

Nach (5 und 6) ergiebt sich hieraus für die Normale der gegebenen Geraden^ 
welche die Richtung (f'gO hat : 

/' : g' : 9' =/cosxy + g : —f—gcosxy : -sin 2 */ ; 

19* 
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wo q' dieselbe Function von/' und g 4 bedeutet 9 wie 9 von /und £ ($. 2), und 

•jrsiVary = g* + 2fgco$xy +/ 1 = 9*, 
folglich auch 

* ainxy * 
Umgekehrt folgt, dass die Richtungen (fg) und (/'£*) oder die Geraden 
(#a? — /y = H) und (£'#' —f'y 4 = ff) normal zu einander sind, wenn 

/' : #' =/cosa:jr + ^:— /— gcosxy , 
f/' + gg' + (/'g+fg')cosxy = ist. 



4. 

Um den Winkel rr 4 der Richtungen {fg) und {f'g% z.B. Q0Q(¥ig.2) 
zn finden, projicire man sowohl OQf, als die gebrochene Linie OP*Qf f recht- 
winklig auf OQ 9 so erhält man 

r*cosrr' = x'cosxr 4-y*cosyr, 
und daher mit Hülfe von (3) : 

rr'cosrr' = x 4 {x + y cosxy) + y' (xcosxy +y) 
(7.) = xx 4 +yy 4 -i-(x'y + xy 4 )cosxy , 

oder mit Hülfe von (5): 

(8.) sin*xycosrr' = cosar (courr* — cosy/cosagr) + cosyr (cosyr* — cosxi* cosxy) 

= cos^rcosa?r'«4-cosyrcosyr # --(cos t yrcos^r'+cosa:r / cos t yr)cosxy . 
Substituirt man in (7) 

x:y:r=/:g:h , xf I y 4 : r* = /' ig 4 : q', 
wo nach (§. 2) 

9 *=J* + 2fgcosxy + g* , 9 #t +2/ycos*j + £ / *, 
oder in (8), zufolge (3), 

cosxricosyr:! = f+ gcosxy: f cosxy +g-Q 
cosxr : cosy r'\ 1 = f 4 + gf cosxy :/'cos xy+g.Q 4 , 
ist, so erhält man 

QQ'cosrr 4 =ff 4 + gg 4 + (fg'+/g)cosxy. 

5. 

Um den Abstand n der Geraden (gx —fy = H) com Anfange zu be- 
rechnen, hat man nach (§• 3) 
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H sin xy 

Für iea Abstand der Parallelen (gx~fy=sH) und (g% , —fg' — H i ) folgt 

daraus unmittelbar 

. {ff~H)tmxy 
« -« = 

Für den Abstand n x der Geraden (g*—Jy ™ H) von dem Puncte Q l9 dessen 
Coordinaten x, und y x sind, hat man (Fig. 3) 

"i + QiQ^o$yn 9 
wo Q der Durchschnitt von PiQi mit der gegebenen Geraden ist, mithin 

g.OP.-f.P.Q+H. 

Nun ist allgemein P t Q — Q t Q + PiQi, wenn man gleichgerichteten Strecken 
auf einer Geraden dieselben, entgegengerichteleo entgegengesetzte Vorzeichen 
giebt. (Vergl. Moebius baryc Calc. $. 1.). Folglich 

Nach (§. 3) ist dann 

»t coiyn »_ «ngy 

t*\—fy\-H~ f ~ B ^ 

(ff- gg t -t-/> t )singy 
n, = . 

//. Von dem Punct, der Geraden und der Ebene im Räume. 

I.. 

Sind OP — x , PQ = y f QR = * die Coordinaten des Puncts Ä, 
parallel mit drei gegebenen Axen, und ist OR = r, so haben OA und die gebro- 
chene Linie OPQR, auf die Richtungen r, x, y % z rechtwinklig projicirt, gleiche 
Projectionen, so dass 

(1) r = o?cosa?r + jrcosyr + zcoszr 

ircosar = x +yco$xy -+- zcoszx 

rcosyr = xcos&y + y -+-zcosyz 

r cos zr = xcosza+ycosyz + z 
ist. Hieraus folgt unmittelbar 

cosxr:cosyr:cossr:l =x + ycos,ry , -t-zcoszx 

:xco*ry + y +zcosyz 

" "' ' rarcosz^r+ycosyz +z 
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und wenn man die vier Gleichungen betrieblich mit r, x 9 y 9 z multiplicirt und 
die Producte addirt: 

(4.) r* = >r*-*-y* + z*-f 2xy cos ocy + 2yzco$yz + 2zxco$zx . 
Umgekehrt findet sich aus den Gleichungen (2) : 

x :y : z : r •=• $iri l y z cosxr — ycosyr — ß cos z r 

:sin 2 ra?cosyr — acoszr — y cosxr 
* •' * :sin*a;ycoszr — ßcosxr — acosyr 

wo a = cosyz — cosza?coso;y 
ß ss cosza? — cosrrycosy s 
y ss cosxy — cosyzcosza: 
3* ss 1 -f. 2cosa?y cosy zcoszx — co$*xy — cos 1 yx — cos % zx 9 

und wenn man für x $ y 9 z 9 r die proportionalen Wert he in die Gleichung (1) setzt : 

cd* s= sin'y zcos*a; r •+• sin*z-x cos*y r •+• sin*xy cos*zr 
^ '' f — 2ycQsa?rcosyr — 2acosyrcoszr — 2/?coszrcosa;r. 
Anm. Die Constanten ,a, ß, y 9 d, welche mit dem Coordinatensy- 
stem gegeben sind, lassen sich nach einer der Grundformeln der sphärischen Tri- 
gonometrie wie folgt ausdrucken:? 

!a ss sin zxsinxycosX) 
ß ss sinxysinyzcosF, 
y ss sinyzsiazxcosZ; 

wo X 9 Y 9 Z die Winkel der Ecke sind, weiche die positiven Axen zu Kanten hat, 
und 7war X der Winkel an der Kante x u. s. w. Ferner ist 

Id 2 = *m*zxsin 2 xy sin'A 
= sin a arysin 2 yzsiu a jT 
= sin a y£sin*zxsni 2 Z 
= 4 sin j (xy •+• yz •+• z#) sin } (azy -4- yz — zx) sin i(a?y — yz+zx) sin J ( — ay-t-yz-4-za?) 
so dass a\ß:y:£ = to\X:colY:coiZ:\ ist. 

Diese Ausdrucke für <i bedeuten aber den Cubik-Inhalt des Rhomboeders, 
von welchem eine Ecke die positiven Axen zu Kanten hat und eine Kante die Längen- 
Einheit ist Nimmt man z. B. als Grundfläche den in der Ebene xy enthaltenen 
Rhombus« dessen Quadrat-Inhalt ss smxy, so ist die Höhe ss sinza?sinJST oder 
sinyzsinJK. Dieselbe Höhe druckt auch der Sinus des Winkels aus, welchen 
die xy- Ebene mit der z- Richtung bildet, d h. der Cosinus des Winkels, welchen 
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die z-Richtung mit der Nonnale auf der xy- Ebene bildet. Sind z\ x\ y 4 die 
Normalen auf den innern Seiten der Ebenen xy. y z+ z.x\ welche die Ecke der 
positiven Axen umschii essen, so ist also auch 

(9.) 8 = sinxycoszz' = sin y z cos x x ' = wzxcosyy' . 



Durch den Punct R (Fig. 4) werde eine Ebene normal auf OR gelegt, 
welche die Axen in K, E, M schneidet, so dassO/Sf = k f OE = /, OM = m ist. 
Die Flächen KJBM und OEM haben gleiche Projectionen, wenn man sie recht- 
winklig auf die Normal-Ebene zur x Richtung projicirt. Da nun r normal ist zu 
KEM 9 x 4 zu OEM ($• 1 Anm.) 9 x zu der Projections-Ebene, so ist 

KEMcosxr = OEM cos x'x u. s. w. 

(10.J OEM :OMU :0KE:K1C« = S^S ; » • 

woraus sich durch Vermittelung von (9) 

(11.) OEM\OMK\OKE\KEM = «inj zcosxr:sinzxcosyr:sinxjcoszr:(f 

erpiebt. Setzt man diese Flächen für die ihnen proportionalen Werthe in die 
Gleichung (6), mit Rücksicht auf (7), so erhält man . 

(120 KEM 1 = OEM 2 + OMK 7 -*- OKE* - 20EM. OMKcosZ 

- 20MK. OKEcotX - 20KE 4 OEM cos Y . 

Eben so haben OP und OR gleiche Projectionen, wenn man sie auf die 
Normale x' der Ebene PQR rechtwinklig projicirt; daher ist 

xcosarx = rcosxV u. s. w. 

,. ÄV CQSxft cosu'r cossV 

(13.) x:y:z:r = ä^-^fr^i ' 1 • 

Verbindet man hiermit (10), so erhält man 

OEM cos x'r OMK cosy'r OKEcosz'r r ,~ nM 
**-r-*-r= C0Sxr : -^^ : -^r~ :KEM > 

welche Gleichung auf die durch Elimination gefundene Gleichung (5) zurückge- 
führt werden kann. Wenn man nämlich die Seite rechts mit KEM multiplicirt, 
erhält man 

KEMcosoCr = OEM - OMK cos Z — OKE cos Y, 
indem man KEM. OMK OKE rechtwinklig auf OEM projicirt. Nun ist 
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OKEM— \.6khn = \r.KEM, 
KEM = ^, 

und da r = kcosxr: 

r\T?iLM i) Mmcosxr.süiys 
OEM = ilmsmyz = ^ » 

folglich 

aj;r = sinyz(sinjrz.cosxr — sin&r.cosZ.cosyr — sin jpy • cos.F, cos £r);d* 

u.s.w.; was mit Rücksicht auf (7) zur Gleichung (5) fuhrt, 

Anm. Die Beziehungen, welche zwischen r 9 x 9 y 9 z aufgestellt wurden» 
sind dieselben , wie die zwischen einer beliebigen Strecke im Räume und ihren 
Coordinaten 9 d. h. den Projectiooen der Strecke auf je eine Axe, parallel mit 
den beiden andern; z.B. x x — x 9 y x — y 9 z x — z 9 wenn x, y 9 z die Coor- 
dinaten des Anfangspuncts und x X9 y l9 z x die Coordinaten des Endpuncts der 
Strecke sind. Dies leuchtet ein, wenn man durch den Anfangspunct der Strecke 
die Parallelen zu den Axen legt. 

Andrerseits sind die Verhältnisse zwischen KEM, OKE 9 OEM, OMK 
auch diejenigen« in welchen ein beliebiges Ebenenstuck zu seinen Coordinaten 
steht, d. h. zu den Projectionen des Ebenenstücks, parallel mit je einer Axe auf 
die Ebene der beiden andern. In der That ist die Entwicklung der Gleichung (10) 
für diesen allgemeinen Fall gültig. Wenn es sich bloss darum handelt, KEM 
aus den andern Seiten des Tetraeders OKEM und deren Winkeln zu berechnen, 
so genügen die Ausdrücke für KEM 9 OEM u. s. w. am Schlüsse von (§. 2.) zur 
Aufstellung der Gleichung (11); woraus denn, wie oben, (12) abzuleiten ist; oder 
aber man findet die Gleichung (12), wie die analoge (4), dadurch, dass man je 
drei Seiten des Tetraeders auf die vierte (wie am Schlüsse von §. 2) rechtwinklig 
projicirt. 

Die Gleichungen (4 und 12) geben leicht die Beziehungen zwischen den 
Diagonalen und Kanten eines Parallelepipeds (vergl. z. B. Ldgendre Elena, der 
Geom. Anm. V. 5), so wie die analogen Beziehungen zwischen den Diagonal- 
dreiecken und den Seiten desselben. 

Die Gleichung (6) enthält die Beziehung zwischen drei Kanten , nebst 
deren Winkeln, eines Tetraeders und dem Durchmesser der dem Tetraeder um- 
geschriebenen Kugel. Ist nämlich OR der Durchmesser einer Kugel , weiche 
die Axen in S 9 T 9 U schneidet, und OS~ s 9 GT-* t, OU ■■ u, so ist 
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cosxr:co$yr:co$zr:l » s:t:u:r, mithin nach (6): 
nV ■■ s 7 $in % yz + Ps\n*zx •+• u % sin 2 xy — 2yst —2a tu — 2ßus. 
(Vergl. L^gendre Eiern« d. Geom. Anm. V. 8. Meier Hirch geom. Äufg. II. §. 109.) 



Für alle Puncte (xyz) der Geraden OQ ist x:y:z:r constant. Denn 
.t.t ist constant, weil die Ebene PQR, welche OP und OR begrenzt, immer 
parallel mit der yz Ebene ist u. s. w. Daher ist 

x:y:z ^/:g:h 

die Gleichung dieser Geraden. Für die Coordinaten einer parallelen Strecke 
x x — x' , yi~y' * z i.— z * finden dieselben Verhältnisse Statt; daher ist 

*i — **: y t —y i :z l —z i **f:g:h 
die Gleichung einer Parallele mit jener Geraden. Man kann sie wie folgt zer- 
legen : 

hy'-gz' -G, 

wo die Constanten F, G, H durch die Gleichung 

/F+gG + hH~0 

verknüpft sind. Umgekehrt folgt, dass zwei Gerade parallel sind, wenn die 
Constanten ihrer Gleichungen f, g. h und f, g*, h! der Gleichung 

genügen. Hie Richtung einer Geraden ist demnach durch <\a$Yerhähnissf:g:h 
bestimmt, und es lässt sich kurz sagen» eine Strecke habe die Richtung (fgh), 
wenn ihre Coordinaten sich wie f:g:h verhalten. 

Zur Bestimmung der Winkel* welche die Gerade r mit denAxen bildet, 
hat man, wenn eine Strecke derselben zu ihren Coordinaten sich wie Q'.f:g:h 
verhält, naöh (4): 

$* ca f* -#. g* •+- h? •+• 2fgcosxy -•- 2gh cosyz-*- 2 A/cos zx, 

und nach (3): 

cosxj :cosjT:coszr:l ■■./"+ #cos xy+h cos zx 

:fcosxy+g+hcosyz 
:fco$zx+ gco$yz+h 

Crelle % Jourül f. d. M. Bd. XLVL Heft 2. 20 
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4. 

Für alle Puhcte (x'y'z*) einer Ebene, deren Normale durch den Anfang 
OR ss r ist und die Richtung (fgh) hat, ist 

x'cosxr + y'cosyr + z'coszr « r; 

wie sich ergiebt, wenn man die aus den Coordinaten eines Puncts der Ebene zu- 
sammengesetzte Linie OP*Q'R' auf OR rechtwinklig projicirt. Daher ist die 
Gleichung einer Ebene von der Form 

Ax' + Bg' + Cz' = D f 

wobei, vermöge der Identität, 

A.B:C:D =» cosaTrcosjTicoszrtr ist. 

Die Stellung der Ebene wird durch die Richtung (f,g,h) ihrer Normale 
bekannt, deren Bestimmung nach (5) erfolgt, wenn man die proportionalen 
Werthe von cosar, cosyr, cos zr einführt; nemlich: 

f\g :h : q =» A s\n 2 yz — yB — ßC 
: B siri*za; — aC — y A 

:Csm 2 xy—ßA — aB 

S*D 

• . • 

• r f 
während nach (6), 



folglich 



P& _ j A 2 sin 2 )z + JB'sin'zx + CWxy j _ ^ 
*■ " i-2ABy-2BCa-2CAß i " ' 



7 " 8 ,8t - 



Anm. Der Werth von g verhält sich zu A 9 ß, C wie der Durchmesser 

der Kugel, welche durch den Anfang geht und die Ebene berührt, zu den Strek- 
kcn, welche die Kugel von den Axen abschneidet. (Vgl. §. 2. Anm.) 

Der Werth von er verhält sich zu -^sinyz, 2? sin zx, Csinay wie ein Stück 
der Ebene zu seinen Coordinaten (11); oder, IW verhält sich zu Asmyz, B&inzx, 
Csmxy, wie die dreifache Pyramide, deren Spitze der Anfang und deren Grund- 
fläche ein Stück der Ebene ist, zu den Coordinaten des Ebenenstücks, weil 
DS = rcr ist. Hieraus erklärt sich die eigentümliche Bildung der Gleichung 
für die Ebene durch drei gegebene Puncte. 
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Ein anderer Weg, um Hie Gleichung einer Ebene zu finden, ist folgen- 
der. Man betrachte das Dreieck KEM (Fig. 4), welches die Ebene mit den Axen 
bestimmt, und einen beliebigen Punct der Ebene R. Schneidet KR die Gerade 
EM in S, so ist das Dreieck 

EMR.EMK = SR:SK. 

Da aber die Ebenen PQR und OEM parallel sind, so ist 

SR:SK=* OP:OK, u. s. w. 

folglich ist 

l ; : \ : ^:1 - EMR:MKR:KER:KEM. 
Nun ist, mit Rucksicht auf die Vorzeichen der Dreiecke, allgemein : 

EMR + MKR + KER - KEM 

(Vergl. Möbius baryc. Calc. §. 18), mitbin 

x y x 



k^ l ' m "" lj 



wo *=db us - w - und 



A:B:C:D — ^* ji — : - ist. 



5. 

Die Ebenen (Ax -*- By + Cz - D) und (^V + 5'y' + CV - Z)') jimi 
parallel und haben gleiche Stellung , wenn ihre Normalen gleiche Richtung ha- 
ben ; mithin ist (§. 4.) 

Die Stellung einer Ebene wird demnach durch das Verhältnisse :B:C bestimmt, 
und es lässt sich kurz sagen: eine Ebene habe die Stellung (ABC), wenn die 
Coordinaten eines Puncts der Ebene, der Reihe nach mit A , B, C multiplicirt, 
eine constante Summe geben, also die Cosinus der Winkel ihrer Normale mit 
den Axen sich wie A : B : C und die Coordinaten eines Ebenenstücks wie 
A sin yz : 2? sin zx : Csin xy sich verhalten. 

Die Richtung (fgh) ist in der Stellung (ABC) enthalten , wenn eine Ge- 
rade von der Richtung (fgh) mit einer Ebene von der Stellung (ABC) parallel 
ist. Legt man die Gerade und die Ebene durch den Anfang (D =» 0), so ist 
jeder Punct (ceyz) der Geraden ein Punct der Ebene, mithin 

20* 
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x:y :z—f:g:h t 

Ax+yB + Cz**0; 

folglich ist 

Af+Bg + Ch = 

die Bedingung, unter welcher die Richtung (/gh) in der Stellung {ABC) 
enthalten ist. 

Ist in derselben Stellung die Richtung (fgfh*) enthalten , so ist 

Af' + Bg' + Ch'=0, 

folglich 

A:B:C = gh'-g'h:hf'-h'f:ff-fg. 

Durch zwei Richtungen ist eine Stellung bestimmt; und umgekehrt. 
Ist (fgh) die Richtung, welche die Stellungen (ABC) und (A'B*C) ge- 
mein haben, so ist 

f:g:h = BC-B'C CA'- CA: AB 4 - AB. 

6. 

Die Richtung (fgh) ist normal zur Stellung (ABC) , wenn (§. 4.) 

f:g-h:(t= Asm 2 yz~- yB — ßC 

: Bsiuhx — aC — yA 

: CsxrPxy — ßA — aB 

:äcr t 
oder, mit Rücksicht auf (§. 3.) , 

A:B : C: g = f-hgco$xy + hcoszx 

ifcos xy + g + h cos yz 
:fco$zx +gcosyz+h 

ist; woraus sich 

Af+Bg+Ch = Z§, 

ergiebt. 

Die Richtung (f'g'h*) ist normal zur Richtung (fgh), wenn sie in der 
Stellung enthalten ist, welche zur Richtung (fgh) normal ist» Daher ist 

f(f+gcosxy + hcoszx) +g*(fcosxy +g-h hco$yz) 
•4- A'C/cossx' + gcosyz + h) = 
oder 
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/y+^ + Ä'A + (/'£+#)coso^^ = 0. 

Die Stellung (A'B'O) ist normal zur Stellung (ABC), wenn sie die 
Richtung enthält , welche zur Stellung (ABC) normal ist. Also ist 

AXAsin^yz^^B-ßQ+B^Bsi^zx—aC-yA^CXCsin^-ßA-aB) = 

oder 

AA'$in 7 pz + BB' sm 2 zx •+• CCsin*ay 

- y(A'B+AW) - a(B'C+BC) - ß(CA + CA') = 0. 

Anm. Die Richtungen, welche im System paralleler Coordinaten die ein- 
fachsten Beziehungen zur Stellung einer Ebene haben , sind die Richtungen der 
Geraden vom Anfang nach den Schwerpuncten der Dreiecke» iu welchen die 
Axen von der Ebene und von derjenigen Kugel geschnitten werden, welche durch 
den Anfang geht und die Ebene berührt. Im ersten Falle ist 

r r l l . l 

im zweiten Falle ist 

f:g:h = A:B:C 

Denn die Richtung (fgh) ist die einer Diagonalen eines Parailelepipeds, dessen 
Kanten den Axen parallel sind und sich vt\ef:g:h verhalten. Diese Kanten sind 
aber auch die auf den Axen von der Ebene des zugehörigen Diagonaldreiecks 

gemachten Abschnitte, welche sich im ersten Falle wie -j- : lj : 7? » im an ^ ern w * e 
A:B:C verhalten. (§. 4. Anm.) 

7. 

Urn den JYinkßl der Richtungen (fgh) und (fgfh?) oder der zu 
ihnen normalen Stellungen (ABC) und (A'B'C), z.B. BOR 4 (Fig. 5.) 
zu finden, projicire man rechtwinklig O Rf und die gebrochene Linie 
OFQ'R' auf OR, oder OR und die gebrochene Linie OPQR auf OR'. 
Dann entstehen die Gleichungen 

(IA\ ( r'cosrr' = a?' cos xr-Hy' cos yr +z'coszr, 
( rcosrr' = xcosxr'-Hycosyr'-f- zcoszr'; 

und hieraus findet man, mit Rücksicht auf (13): 

cos*r.cos*V cosyr.cosvV cossr.cos*'/ 

cos rr = > 1 - 1 ■+■ 1 — 

/|.v, cos xx cosyy cos *x 

* cogg/.coss'r cosy/. cosy'r cossr'.coss'r 

cosxx' cosyy cos»*' 
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wo cc\ y', z' die in (§-2) so bezeichneten normalen Richtungen zu den Coordina- 

len Ebenen bedeuten. Um jedoch cosrr' durch/, oder -^.....auszudrücken, 

eliminire man aus einer der Gleichungen (14) entweder die cosxr, mit Hülfe 

von (3), welches 

rr 4 cos rr* = — x\x + y cos xy -f- z cos zx) 

+ y ' (x cos xy + y + z cos yz) 
(16.) \ +z'(xcoszx+yco$yz-hz) 

= — xx'+yy'-t-zz'+(xy'+x'y)cosxy 
+ (y z - + y '&) cos yz -I- (zx' -I- z'#) cos za? 

giebt; oder die x, mit Hülfe von (5), welches 

r)\osrr' = + cosar / (cosxr.sin 1 yz — ycosyr — ßcoszr) 
+ cosy r*'(cos y r . sin*z# — h cos zr — y cos xr) 
•4- cos zr' (cos zr . sin a xy — ß cos xr — a cosy r) 

(17.) { = — sin*yz cos xr.cos^r'+sin'zx.cosyr.cosyr'+sin^r.ycoszr.cos zr 

— y (cos xr . cosyr' -I- cos xr'. cos yr) 
— a (cosyr . cos zr' + cos yr'. cos zr) 
— ß (cos zr . cos xr' + cos zr* cos xr) 

giebt. 

Nun ist (§. 3) 

x : y : z :r = / ; g : h: q und 

x': y': z' : r' = f' : g' : h' : q' 
gegeben , folglich ist nach (16) : 

qq' cos rr' ^ff' + gg -*- hhf + (fg i +fg) cos x y 

-I- (ghf -f- g'h) cosy z + (hf -f- h'f) cos zx. 

Sind r und r' die Normalen der Stellungen {ABC) und (A'B'C), so ist (§. 4): 

cosxr : cosyr: coszr : 1 = AzB:C\%, 

cosxr' : cosyr 1 : coszr' : 1 = A'\ B' : C' : -r-, 
folglich nach (17): 

o-or' cos rr" = AA'sin 2 y z + jBB'sin 2 zx + CC'sin'xy 

-y(AB'+A'B)-a(BC+ß'Q-ß(CA'+CA). 
Der ?P7nfc/ <fcr .Ste/ftin; (^/5C) mit der Richtung (fg'h') wird durch 
den Winkel rr bekannt, den die Richtung (f'g'h!) mit der Richtung (fgh) bildet 
welche zur Stellung (ABC) normal ist. Dann ist 



\ 
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cosar : cosyr : 1 = A : B : C : * 

x':y':z':r'=J':g':h':q' 9 
folglich nach (14) 

®- cosrr' = 4/» + Bg'+C h'. 

Diese Ausdrücke für cosrr' enthalten die früher gefundenen Bedingungen der 
parallelen und normalen Lage von Geraden und Ebenen. 



8. 

Für den Abstand r der Ebene (Ax -f- By + Cz = D) vom Anfange, 

hat man (§. 4) 

Da 

Für den Abstand s der parallelen Ebenen (Ax + By + Cz = D) und 

(Ax* -*- By 4 + Cz' — J>) folgt: 

, (D-fyS 
s = r — r = . 

6 

Für den Abstand s der Ebene (Ax -+■ By + Cz = D) von dem Puncte 

( x i7i 2 i) hat man, wenn QiR\ == z x von der Ebene in jR geschnitten wird und r 

die normale Richtqng zur Ebene hat : 

s = R x Rcoszr. 

Nun ist 

Ax, -*- By l -*- C. Q t R = D, 

folglich (Vergl. 1. §. 5) : 

Ax x + By t -hCz 1 — D=z C.Ä, ß, 

, . cossn S c M v . 
und da q = - (§. 4.) ist : 

S 
s = (D — Ax l — Byi — Cz x ) -. 



9. 

Um die übrigen hieher gehörigen Aufgaben zu lösen, sind die Ausdrücke 
von Ebenen nöthig, welche eine gegebene Gerade, eine Gerade und einen Punct, 
oder zwei Geraden enthalten. 

Unter der Geraden (r) werden diejenigen verstanden, für welche 
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gx—fy— H, 
hy — gz — F, 
fz—hx = G 

ist, wo Ff+Gg + Hh = die Bedingung ist, welche die Richtung (fgh) als in 
der Stellung (FGH) enthalten bezeichnet (§. 5). Unter der Ebene (E) werde 
eine solche verstanden, deren Gleichung 

Ax + By + Cz=*D 

ist. Die Gerade (r*) und die Ebene (JE*) haben in ihren Gleichungen f, g* 9 h\ 

F\ G\ H\ A', B', C, D* slatt/, 

Eine Ebene, welche die Gerade (r) enthalt, hat, wie bekannt, die 
Gleichung 

*(gx -fy -H) — hy—gz —F-, 
wo v eine unbestimmte Zahl ist. Damit ist {E) identisch , wenn 

A : B : C\D «■ p : — JL — m — : 1 : — - — . 

8 i 

Hieraus folgt 

Af+Bg + Ch~0; 

wie auch aus (§.5) bekannt; und da c » g, Ff+Gg+Hh « 0, so ist 

AR-CF BF-AQ CQ-BB 
*>- g = h = f < 

Enthält die Ebene, ausser der Geraden (r), noch den Punct (x%yizd 9 
so ist auch 

v(g*i—fyi — H) ■■ hyi — gzi—F> 

-und die Einfuhrung des Werths von ? giebt 

A.B.CiD « h l y—gz l —Fifz l —hx l ^G.gx l ^fy i — Hi—{Fx l ^Gy l +Hz^, 
Die Ebene enthält die Parallelen (r) und (r*), wenn 

»(gx—fy—H 4 ) ~hy—gz — F' 

und daher 

p(ff'-#)«JF'-F 

ist. Dieser Werlh von p giebt 

A:B:C:D-F'-F:G'-G.H'-H: ?£--££ 3 
wo sich vermöge der Gleichungen 
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folgenden Ausdruck findet: 

HF' - H'F: FG' - F'G : GH 4 - G'H = g:h :f. 
Die Ebene enthält die Gerade (r) und ist mit der Geraden (/) paral- 
lel, wenn sie einer durch (r') gelegten Ebene 

'ig 1 * ~f'y - H*) = h'y - g'i-F' 

parallel ist , und daher ist vermöge ($. 5) : 

•f+h vf + h' gh'-g'h 

8 "" * • '^ft-fS* 
Dieser Werth von «» giebt 

AiBxC.D = gh'- g'h : hf'-h'fxfg' -f'g : F/' + Gg* + BW. 
Für die Ebene (£0 durch (r'), parallel mit (r), ist 

A'.B'.C.jy^ g'h-gh' : h'f- hf .f'g -fg' : F'f+ G'g + HK, 
und daher ist die Bedingung, dass die Geraden (r) und (r') in einer und dersel- 
ben Ebene enthalten sind: 

Ff + Gg* + Hh! + F'J + G'g + H'h = Q. 
Damit stimmt überein, dass zugleich 

vf+h vf' + h' vH-F _vB-F 

8 "~ tf ' 8 ~~ 8 r 

gh'-g'h F f-Fg 

V ~f8-f8 ~ Bf^Wg I$t ' 



$. 10. 

Der Abstand der Geraden (r) von der parallelen Ebene (JE) ist der 
Abstand der Ebene (Et), welche durch (r) 'parallel mit (E) Hegt, von (JE). Es 
ist (§. 5 und 9): 

AB-CF 

**- 8 ' 
folglich (§. 8) 

__ (gD-AH+CF)8 

Dasselbe ergiebt sich, wenn man in (§. 8) den Punct (x l y l z l ) als einen Punct der 
Geraden (r) betrachtet. 

Der Abstand der Geraden (r) und (V), welche nicht in einer und 
derselben Ebene enthalten sind 9 ist der Abstand der Ebenen (E) und (JE')» von 
weichen jene die Gerade (r) enthält und mit (r') parallel! diese die Gerade (r') 
enthält und mit (r) parallel ist 

CreUci Journal f. d. M. Bd. XLVL Heft 2. 21 
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Werden statt A 9 B 9 C die proportionalen Werthe (§. 9) ghf -~tfh w 
hf—h'f. Jg'—fg gesetzt, so ist (Ff+Ggt+Hh*) statt D und —(Ff+G'g+H'h) 
statt jy zu setzen , folglich ist (§• 8) : 

s = (Ff + Gg'+ Rh! -*- JF/+ G'g + Efh) S - . 

Der Abstand des Puncts (X X Y X Z^ von der Geraden (r) ist der Abstand 
dieses Puncts von der Ebene (£), welche die Gerade (r) enthalt und normal zur 
Ebene (E') des Puncts und der Geraden ist, oder welche die Richtung (f'g'h?) 
der Normale zu (JE') enthält. Nun ist für die Ebene des Puncts und der Gera* 
den(§.0): 

A'\ B*. V = hy x -g Zx -F:fz x -hx x - G:gx x -fyx-H, 

für ihre Normale (§. 6): 

f'.g'lh' = A'sm % yz-yR—ßC:B i sin 7 zx—aC—yA':Csm t xy—ßA'—yR 9 

und für die Ebene durch (r), welche die Richtung (f'g'h') hat, (§. 9): 

A:B:C:D = gh'-g'h:hf'-h'f:fg'-fg:Ff + Gg' + Hh'. 

Hierdurch ist die Aufgabe nach (§. 8.) gelöset, indem man die proportionalen 
Werthe in die Gleichung 

s = (D^Ax^By^Cz,).^ 

setzt. 

Der Abstand der Parallelen (r) und (r') ist der Abstand der Ebenen (jE) 

durch (r) und (JE') durch (r*), welche normal zur Ebene (J£") der Geraden (r) 

und (r*) sind, oder die Richtung (/"g^'Ä") der Normale zu (JE") enthalten. Nun 

ist für (£"), »acb(§. 9): 

A"\B"\C i ~F-F\G i -G\Hi-H; 

für ihre Normale (§. 6) : 

/":*": A" - A''$m % yz^B'-ßC':B"%m*zx-aC"~yA":C^ 

und für die parallelen Ebenen (E) und (£'), nach (§.9): 

A.BiC.Diiy- gh" - g"h : hf" - h"f :fg" -f'g : Ff" + Gg" + Hh» 

:F"f"+G'g" + H'H"i 
so dass nach (§. 8), 

s = \_(F -.F)f"+(G> -G)g« + (H'-B)h"]l i»t. 

Anm. Die Gerade (r") durch den Punct (x x V x z^) 9 welche die Ge-. 
rode (r) normal schneidet , ist der Durchschnitt der Ebenen (2?) , normal zu 
(r)und (E?)> durch den Punct (oc i y i z x ) und die Gerade (r). Daher ist (§§.9.6.5.) 

A'\B':C~ hy x -gz x -F:fz x -hx x -G: gx x -fy x -H und 
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A: BtC'^f.+gcosxy+hcoszx :g+hcosfrz+fcotxy : h+fcoszx+gcosxz, 

f":g": h" - BP— PC : CA'- CA : AB'—A'B . 

Eine Gerade (r"), welche die Parallelen (r) und (f) normal schneidet, ist 
der Durchschnitt einer Normal-Ebene (JE) zu (r) und der Ebene (E*) der Paral- 
lelen. Daher ist 

A'.B'.C'. IT - F'-F: G'-G:H'-H : BF, " a I 

8 

A'.B'.C >=J+gcosscy + hcosz&: u. s. w. 

f":g":k" «= BC- B* C: u. s. w. 

Dabei ist (r") in (E*) enthalten . wenn (§. 0) 

_ A'B'-CF' 

* 

mithin 

(jv -jT)H"- (H 4 - H)F" z=£(HF'- H'F) ist. 

2>«r Gerade (r") , welche die Geraden (r) und (r') normal schneidet 
ist normal zu einer Ebene (J0), mit welcher (r) und (r*) parallel sind; daher 
(§§ 5. 6) sind 

A:B:C = gh'-g'h:hf'-h'f:fg'-/'g, 

f":g":h" = Asin*yz - yB - ßC: u. s. w. 

die Bedingungen, dass (r") die Geraden (r) und (r*) schneidet, ($♦ 9); und 

F«f+ G"g + H"h + Ff" + Gg" + #A" = und 

#»j i + &'# + H"h' + F'j" + G'g" + Wh" = 

bestimmen F",G",H", welche durch die Gleichung 

F"f"+ G"g» +H"h" = 

im Zusammenhange stehen. 

Dresden , im October 1850. 
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9. 

Beitrag zur Theorie der Bewegung der Räder 
fuhrwerke, mit Inbegriff der Dampfwagen. 

(Von Herrn J. P. Q. t>. Heim, König!, würtemb. Oberstlieutenant a. D.) 

(Fortsetzung von Nr. 4 im vorigen Heft.) 



CMeltomto Bewegung. 

$. 35. 

Uie Gleichungen (C) sind nicht mehr anwendbar, wenn die Reibung 
zwischen dem Umfange der Räder und dem Boden , oder auch zwischen dem 
Umfange eines Räderpaares und dem Boden, nicht mehr stark genug ist, um eine 

rollende Umdrehung zu gestatten. Dannmuss den Gleichungen der Bewegung für 

R R 

den Fall, wenn zugleich^ < jfUndf x = ^ wt indem jR durch/ A^und/f, durch 

f x N x ersetzt wird, nachfolgende» etwas veränderte Form gegeben werden. 

Die Gleichungen (D) der theüweise gleitenden Bewegung 

des vierrädrigen Fuhrwerks erster Art sind nemlich in diesem Falle, die Achsen 
als am Korper des Fuhrwerks fest vorausgesetzt, für irgend einen Augenblick der 
Bewegung folgende : 

l)Arcos/?-/.2^-/,.2^ 1 -(P + 2Q+2Ö.)(sina-|.Jir) = 0, 

2)Äsin^ + 2A^ + iA r 1 -(P + 2Q + 2Q 1 )cosa = f 

3) nco$ß.K+cP — rsina.2() + (^cosa-l-r 1 sina)2Qt — e.2^ 

4)2E(G + ip)-f.2ff-2Q(sma + X) =0, 
5)-2£(l-g)G) + 2#-2ßcusa =0, 

6)/r.27V-cp (? .2£K(l + ö 2 )-2Q^ f=0, 

7)2J?,(O 1 + »J-/i.2^i-2ö 1 («na + A') = i 

8) - 2E X (1 - r fi G x ) + A2. - 2Qc:os« ■= 0, 

9)/^.*^ -9t9i-2^m + CD - 2 Q X D\ = 0. 
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$.36. 

Die neuen Unbekannten, zu deren Bestimmung die Gleichungen (D) die- 
nen, sind E, j£ n G,.G 19 N, N n 17, U iy X, und bei gleichförmiger fortschrei- 
tender Bewegung K statt X 

Nach dem Vorgange der rollenden Bewegung (§♦ 31) werde, um die 
Wurzelgrössen aus den Gleichungen (6 und 9) zu entfernen, 

j^~ statt V(l + &) , ~^- statt V(l + Gf) y 

und zur Abkürzung 

«£ „ y-igi . „ 

2^(G+9>)=jr, 2-E(l-9)G)-£, 

2«(6 l +q> 1 ) - r, , 2^(1-9,6,) - Z, 

gesetzt, wodurch sich' 

^"T+y«' a '"T+7«"' &a= zT^Y' 

ergiebt. Nimmt man nun bei der Entwickelung der Gleichungen zunächst die 
fortschreitende Bewegung als gleichförmig, oder A = an, so ergiebt sich: 

Aus (1, 4 u. 7) Y+ Y x = Kcosß — Psina , 
Aus (2, 5 u. 8) Z -*- Z x = Pcosa — K sin^ , 
Aus (3, 5, 6, 8 u. 9) |> + (/, - ^r, - (/-^rjZ, 

= B + ncosß.K— (/— ^rCPcosa— Ksinß), 
wo 5 statt dP— 2r() (sin« +./ cos«) — 2r 1 () l (sina + /xos« steht; 
Aus (4 u. 5) T -/£ = 2£(sin « +/cos«) , 
Aus (7 u. 8) Y x -fxZ, = 2Q t (sin a+fcosa) ; 

woraus dann 

[(« + (/i - ^JriXrtia +/cosa)~ (/- «)r(sina -K^cos*)] P - (/-/,)* 
j7 +[a + (A- ^i)n — (/— ^ ) r 3 T2 p(sin a -»-/cos «) -»- 2fr (sin a -j-/ T cos«) J 



[« + ifx - tärdiQOBß-h/Binß) - (/- fOr(cosß-hf x smß) -f- (f-f^ncosß ' 

folgt, wenn ^ den zur gleichförmig fortschreitenden Bewegung erforderlichen 
besondern Werth von K bezeichnet; und ferner: 
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/[(« ■+■ ( A — f i)ri)Pcos(a + ff)— *cosff«P(sing +/iC08a) — B(cof/9+/i sin/9)] 
-4- 2(K*fag4-/cosg)[(*+(/ t — Pi)f-|)cosff — (/— p)r(cosff -t-/i sin ff)- /,*cosff] 

y — 2g, ( sing -H^cosaj/ritcog/g-t- (g -♦- CA — fjQrQsinff] 

" [« + (7i - ^i)ri](cos/9 + /sinff) - (/- fi)r(cos ff -*-/, sinff) -*- (/-/i)*cosff > 

l> ■+■ CA — ^i)rj JPooi(a ■+- ff) r» »cos ff. /»(sing +/ t cosa) — Bicosß+fomß) 
7 _ — [2p(sinc -h/cos «) -4- 2Q X (sing +/ t cosa)] [neos/? -*- (e -♦- CA — pQr,) sin ffj 

f f (ncosff./»(sina -*- fcosa) — (/— p)r/»cos(g -hß) + B(coeß -*-/sinff)J 
-t-2()(sing -#-/cosa)/i [nfcosff -*- (/— /u)rsinff] -*- 2Q X (sing + A co*g) 

F — l(* + (ft~ fr>0(™ 8 ß+f^fi ~V~ & r ™ß+f*™fl 

,— [• + (/- ^i)ri](cos/?+/sin/S)-(/- i u)r(oos/?+/ 1 sin/S)+(/-/ l )ncos/? » 

neos ff . JP(*In a -hfcosa) — (/— p)r/> cos(g -*- ff) •+- £ (cos ff -*-/sinff) 
_ -»- [2g (sing -f-/cosa) -♦- 2g t (sina +f x cosd)] [ncosff -H (/— /t*)r sin ff] 

Z,— " [« + (/ l -^i](cos/J+/sta#^ ' 

so wie: 

Aus (5 u. 8) 2N= Z + 2Qco$a, 2N X = Z 1 + 2Q 1 cosg , 

Aus (6 u. 9) 2Ql7=(/~/x)rZ4^ 

Die Verbesserung der Rad -Effects -Exponenten fx und /u. x kann auf dem 
Wege allroähliger Annäherung wie bei der rollenden Bewegung (§31) gesche- 
hen, und zwar so, dass hier 

fl = 2rQ(sing+/cosg)(cos*/? + /£sin/?) , 

_ ,. fr + CA - ^i)n3jPcos(g + ff) - »cosff ./»(sing -♦-/tcogg) - B(co*ß+f t sin/S) 

» = /. : g 

20 
— /. -JJ- 1 (sin a'+./i cos g) [neos ß+(e+(f x — Mi) r i) s » n ß] 

4- £ (sin g +/cosg) [(* + (J x - /Xi) r,) cnsß —fr (cos/? +/J sin/?)— »cos/?], 

_ [e 4- CA - fOrJPcogfr + ff) - ncosff./>(sfcg 4-/iCQSg) — B(cosß+f x sinß) 

ß — - a " 

— ( jt (sin g-*-/cos «) -I- -g- 1 sin g •+■/, cos a)j [ncosß-t- e-h(f x —fin) r i«n/?], 

% = — 2r,Q,(sing+/ 1 cosg)(cos/? +fsinß) ^ 

neos ß.P($in<x+f cos a) — (/— |*)rPoog(a + ß) -f- jB(cosff +/sinff) 

+/i- ^ ( s * n « +/ cos «) [n cos /? -+- (/ — <u) r sin /3] 

+ 2 ^ (sin g-l-/! cos g) [(e+f x r,)(cos/? * -/sin ff)— (/— /z)rcosff -h/ncos/?], 
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„ ncosß. P(sin a -t-/cosa) — (/— p)rP cos (a 4- ß) -H B (cos ß -*- fsinß) 

© 1== : . ^ 

+ Ist (sin a +fcos a) + -sr (sin a -hfi cos o) (n cosß 4- (/" — /i) r sin ß) J 
gesetzt wird. 

$.37. 

Für die allgemeinere, die beschleunigte Bewegung umfassende Auflö- 
sung der Gleichungen (D) erhält man: 

Aus (1, 4 und 7) F+ Y t — £ cosß — P(sin a + X), 
Aus (2, 5 und 8) Z-f- Z t — Pcosa — Xsipß, 

Aus (3, 5, 6. 8 u. 9) [e+ (A.-**i>i - (f -&>]&=* C~(/-^)r( J Pcosa-A'sin/3) 

-(hP + 2rQ + 2 ri QjX, 

wo C statt neos ß.X+cP—2rQ(siaa+/cosa)—2riQ l (aiaa+f l cosa) steht; 
Aus (4 u. 5) J / -/Z = 2ß(sina4-ycosa + ^), 

Aus (7 u. 8) r, -/A = 2 Q (sin a + /", cos a + JQ , 

und findet hieraus 

[e-Kfi-^>i-(/-^>][^(cos/?+/sin/^-(P+2QXsina+/cos«)-2Q I (sia«4-/ 1 cosa)] 

_y __ -*-(/-/i)[C-(/- ft >(P<»»«-gB'n/y)] 

[«+ C/i-*«i)r,- (f-/0r](P+2 Q+2&) + (/-/iXAT+arg+y^,) 

/(P-*-2&) [(« + CA -^,)r,)(Pcosa- Knaß) - C) +J(hP+2rQ+v l Q l XK(coaß±f l Bmß) 
— <P+2<?0(*to<H/iCM«)] + 20[(«+(/ l -f< ,)r,-(/-/«>][iKcos/?+/Pco5«»+C/'-/»)2Ö,cosa] 

F _ ViC/'-^)KPco8a-.gsin/g)- > /iC- > /i:AP.4.2rp-i-2r 1 P l )(sin«-H/cogg)] 

. [e-*-(/ 1 -^i)r 1 -a'-P>](F + 20-*-2P 1 ) + (/'-/.XW , +» i P+"2r l P l ) ' 

(P+20^Ci)[(«+(/i-/*i>iX''co8a-&'sin^-(q+(AP+2rP+2r I ^ l XK(co8/?+/8in^ 
~ — (P-*-2g,)(8mo+/cosc) - 2g(8ing+/cosa)] 

(• + </i -f*Or t - (/- ^t)r)(P + 2 Q + 2 Q t ) + (f-fxXhP + »Q + V&) 

^ir/C^/te+C/.-^rjKPcosa-jrsin^^ 

y _ Mf-/i)2^cogq)+/(&P+2rg+2r l g,)(«n«+f l co8g)] 

1 (e+(fi-^i)ri-(/- j u)r)(P+2(?+2P,)+(/-/,)(ÄP+2rO+2r l P l ) "' 

(P+20+20JHC— (/— f*>(Pcosa-JC sin/S)] - (ÄP+2r(>+2r, QMKtcosß+fsmß) . 

» • — (P+2g)(sina+/cosa)— 2g l (gina+/ 1 cogq)] 

*"" le+(fi~iH)r l -(f-(i)r}(P+2Q+2Q l y+(f-fd(kP+vQ+2r l Q l ) ~ ' 

wozu yermöge der Gleichungen (5, 6, 8 u. 9) noch 
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1N~Z + %Qcosa 2^^Z l + 2Q l cosa, 

1QU - (f-/.c)rZ +/r,2()eosa , 20, L\ - (ft-zu^Z, +f 1 r l .2Q l cosa. 
kommt. 

* 

Zur Verbesserung der Exponenten /u und ^ auf dem (§. 31) angezeigten 
Wege ist hier : 

SC = 2rQ[K(cosi3+f l s\nß) + (f-f l )(P+2Q 1 )cosa], 

® = f-^JT* [(« + (/;-<",) 'i) (P cos a - Ksin ß)- C ] 

+/— !! |-- ?:i - , [Ä'(cos/?+/ 1 sin^) - (/> + 2Q,)(«na+/ 1 co8a)] 

+ % [«+(/I-A)'-i-A)CÄcos^t/Pcosat(/-/ l )2Q 1 cosa] +/fir(Pcosa.-Ä»in£) 
-/iC-/ 1 (ÄP + 2rÖ + 2r i e i )(«na+ycosa)], 

6 = ^fc— [(« + (/; - ,,,>,) (Pcosa - *.in/?) - C] 

+^ ± ^ ± ^^ l CÄr(cos/?t/ I sin/9H^2Q 1 )(s!nat/ 1 cosa>-2g(sinat/cosa)], 
«i= - 2r 1 Q 1 [tf(cos/S +/sin ß) - (/-/,)(/> + 2Q) cos a] , 

»,=/. £^ [C - (/- <u) r CPcos a - Zsin/8)] 

-/, * F '*" ar ^*'' 2r -- [ÄT(cos /? +/sin ß) - (P -I- 20 (sin a +/cosa)] 
an 

-(/Vi)2Öcosa)+/(ÄP + 2rQ + 2r 1 Ö 1 )(sina4-/cos«)] f 

_ ftP-^HT + ^i j- ^^ ß + y sln yj) _ ( /> + 2()) (sio a +/cos «) 

— 2Qi (sin a +fi cos a)] 
zu setzen. 

§. 38. 

Wenn in den Ausdrücken des vorigen Paragraphen für beschleunigte 
fortschreitende Bewegung die Zugkraft K den Werth V für gleichförmige fort- 
schreitende Bewegung erhalt, so ist X = und es müssen die übrigen jeuer 
Ausdrücke in die entsprechenden der letzteren Bewegung übergehen. 
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Auf Fuhrwerke, deren Achsen an den Radern fest sind, findet die gleiche, 
sie betreffende Bemerkung, wie bei der rollenden Bewegung (§.33), Anwendung. 

Für das Gleichgewicht der Ruhe ergeben sich die Ausdrücke, aus denen 
(§. 36), wenn man in ihnen//! und g>, <p lf also auch p, /u ly gleich Null setzt; 
ganz eben so, wie sie aus den Ausdrücken für die gleichförmige rollende Bewe- 
gung (§. 33) hervorgingen. 

dx 

Wie die Geschwindigkeit ^7 der fortschreitenden Bewegung und die Win- 
kelgeschwindigkeiten u und u x der Räder für irgend einen Augenblick der Bewe- 
gung aus den Gleichungen -z* = gX, ^ =" "jr *ind -rr Ä -^r sich finden, er- 
läutert (§. 23). 

Bei der Anwendung der aus den Gleichungen (D) entwickelten Ausdrücke 
wird man in den meisten Fällen /=/ setzen können. Dadurch werden diese 
Ausdrücke einfacher und es wird z. B. 

v Kicosß+fsmfl - tP+tQ+iQxKüna+fcoBa ) ^_ /yilft ^ in ^^ iiP«+/cosa 
Ä — F+ 20 + 2QI ' y — l™tf w \W cosß+fsinß > 

unabhängig von <p,r,Q,e u. s. w.; sowie die beiden letzteren Ausdrücke für/»/, 
aus den Gleichungen (D) (1 und 2) sich ergeben. Da jedoch der Reibungscoef- 
ficient/ca/ Werthe haben kann, bei denen die Bewegung des einen Räder- 
paars rollend, die des andern theil weise gleitend ist, in welchem Falle bei den 
Vorder- und Hinterrädern verschiedene Werthe desselben in Betracht kommen 
(§• 39), so müssen die Coefficienten / und/j der beiden Räderpaare von Anfang 
an bei der Berechnung unterschieden werden. 

Die Ausdrücke von X und f fBr/ = / zeigen, dass, wenn/ zur theil- 
weise gleitenden Bewegung klein genug und die Bahn stärker geneigt ist, als unter 
dem Winkel a, den die Gleichung sina-f-/cosa = giebt: dass dann das abwärts 
gehende vierrädrige Fuhrwerk, wie das zweirädrige, sich selbst überlassen , eine 
beschleunigte Bewegung annimmt. 

§. 39. 

Setzt man in den Gleichungen C/= (s— r) X und Z7 f = (s L — r x )X, welche 

aus den Bediugungsgleichungeii der rollenden Bewegung -~ — ru — r t iii unmit- 

telbar folgen, für U, L\ und X die entsprechenden Ausdrücke (§.37), so werden 

aus diesen beiden verbundenen Gleichungen /= ^ und/[ = jr gleich den Rei- 
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bungsquotienten für beschleunigte rollend* Bewegung gefunden, und eben so 

finden sich aus den Gleichungen U= U x = 0, wenn V und U x die bezuglichen 

R R 

Ausdrucke (§. 36) bedeuten, /*=» -^ und f x » j^ f gleich den Reibungsquotien- 
ten fiir gleichförmige rollende Bewegung. 

Umgekehrt müssen daher die abgeleiteten Ausdrücke (§• 37)» wenn man 

R R 

in ihnen anstatt y*und f x die Reibungsquotienten jy und jt für beschleunigte rol- 
lende Bewegung, und eben so die Ausdrücke (§. 36), wenn man in ihnen statt 

R R 

/und f x die Quotienten ^ und J 1 für gleichförmige rollende Bewegung setzt, in 

die entsprechenden Ausdrücke der beschleunigten oder gleichförmigen rollenden 
Bewegung übergehen. 

Nach Beschaffenheit der Werthe von /und/J kann aber, die fortschrei- 
tende Bewegung mag beschleunigt oder gleichförmig sein, das eine Räderpaar 
eine rollende Bewegung annehmen, während das andere mit theilweise gleiten- 
der Umdrehung sich bewegt Wenn z. B. bei beschleunigter fortschreitender 

R R 

Bewegung jf<jjf ist, und für einen bestimmten Werth von/J, der kleiner ist 

als jy , der Coefficient /, aus der Gleichung [7= ($ — r)X berechnet, kleiner 

sich ergiebt als der wirkliche, der Reibung am Boden entsprechende Werth des- 
selben, so ist die Umdrehung der Hinterräder rollend, und es ist bei der Anwen- 
dung der entwickelten Ausdrücke jener kleinere berechnete an die Stelle des 
grosseren wirklichen Werths zu setzen ,. weil nur solche Werthe des Reibungs- 
coefficienten, welche den Reibungsquotienten für rollende Bewegung nicht über- 
steigen , zur Geltung kommen können (§• 2). Auf gleiche Weise muss man in 

R R 
dem Falle jt < Ty, in Bezug auf die Vorderräder, wenn die Art ihrer Bewegung 

zweifelhaft ist, indem man den Coefficienten f x für bestimmte Werthe von /"und 
K aus der Gleichung V x = (s x — r^X berechnet, verfahren; und zu demselben 
Zwecke ist, wenn es sich um eine gleichförmige fortschreitende Bewegung han- 
delt , von den beiden Gleichungen U = und U x = (unter V und U x die 
Ausdrücke (§• 36) verstanden), die eine, oder die andere anzuwenden. Die so 
berechneten Werthe dieser Coefficienten entsprechen demgemäss, auch wenn 
wie gewöhnlich /=/x ist, bei allmähliger Zunahme von/" und y], Uebergängen 
aus der theilweise gleitenden in die rollende Bewegung, denen die beiden Räder- 
paare einzeln unterliegen; oder auch umgekehrt, bei allmähliger Aboahme von 
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/und /£, Uebergängen der einzelnen Raderpaare aas der rollenden in die theil- 
weise gleitende Bewegung; woraus zugleich erhellet, dass die Gleichungen (D) 
von allgemeinerer Geltung sind, als die Gleichungen (C). 

Mur wenn zufällig^ ■» jj und demnach tj » «rq^- oder vermöge der 

Gleichungen (C, 1 u. 2) JT= (P + 2 + 2^)cos« - /TsiD/T" ist * we,che G,eIch " 

heit irgend eine besondre Beziehung zwischen den gegebenen Grossen der Glei- 
chungen (C) voraussetzt, kann der Uebergang aus der theilweise gleitenden Be- 
wegung in die rollende, und umgekehrt, bei beiden Räderpaaren zugleich Statt 

p 

finden; und in diesem Falle werden durch /"= jj die Ausdrücke von X für bei- 
derlei Bewegungen (§. 32 u. 37), und eben so die Ausdrücke von F{§ 30 u. 36), 

einander gleich, weil sie es durch /= ' fl + jg werden. 

Für/"=/i findet sich, Jf und V auf die theilweise gleitende Bewegung 

bezogen : 

dX Äsin/?-(P-t-20 + 2<?,)cosa ... . •• 

ft • P + 20 + 2& wesentlich negativ und 

dV (P-^2gH-2gt) cos(g-*- i g) 

df " (^^+/süi^ P 0Sltlv ; 

wonach mit abnehmendem /die Kraft V ebenfalls kleiner, X aber grosser wird. 
Wie beim zweirädrigen Fuhrwerk (§. 25) , kann auch beim vierrädrigen 
aus der beschleunigten rollenden Bewegung leichter ein Gleiten werden, als aus 
der gleichförmigen (§. 33); und eben so muss ferner Das, was in (§. 25) vom 
zweirädrigen Fuhrwerk in Betreff der Veränderungen der fortschreitenden und 
umdrehenden Bewegung, welche eine Abnahme des Reibungscoefficienten^zur 
Folge hat, über die Wirkung negativer Werthe von £7, des Ueberganges 
der theilweise gleitenden Bewegung in die ganz gleitende und der nach diesem 
Uebergange eintretenden Verhältnisse gesagt ist, im Allgemeinen und beziehungs- 
weise auch vom vierrädrigen Fuhrwerk gelten, 

§. 40. 

Für die ganz gleitende Bewegung mit gesperrten Rädern ist das vier- 
rädrige Fuhrwerk erster Art, wenn nur ein Räderpaar gesperrt ist, als aus zwei 
Systemen, und wenn es beide sind, als aus einem einzigen Systeme bestehend zu 
betrachten. In letztem Falle bleiben nur die Gleichungen (D) (1, 2 u. 3), in 

22* 
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welchen U und U x gleich Mull sind und welche zur Bestimmung der drei 
Grössen X, N f N y oder AT, N, N % dienen, bestehen« Im ersten Falle fallen die 
drei Gleichungen, welche sich auf das gesperrte Räderpaar beziehen, weg, und 
es bleiben demnach sechs Gleichungen , welche gleichfalls zur Bestimmung der 
Unbekannten ausreichen, und nothwendig sind. Ist in eben diesem Falle die 
Bewegung der nicht gesperrten Räder, nach Massgabe des Werths des entspre- 
chenden Reibungscoefficienten , wie sie es gewöhnlich sein wird, rollend, so 
muss man den sechs Gleichungen, in Uebereinstimmung mit den Grundsätzen, 
welche für die rollende Bewegung gelten (§. 28), eine etwas veränderte Gestalt 
geben» Eine vollständigere Auflösung dieser verschiedenen Fälle, welche dem 
Vorhergehenden nach keine Schwierigkeiten hat, übergehen wir, und bemerken 
nur, dass für f=f l9 vermöge der Gleichungen (D) (1 und 2), bei ganz oder 
theilweise (§. 38) gleitender Bewegung, oder auch bei ganz gleitender des einen 
und theilweise gleitender des andern Räderpaares, 

x _ ^ ^ .-_ ^ 9 ,_ j>+2y+zyj co$ß+fsmß 

sich ergiebt. 

Drittes Capitel. 

Das vierrädrige Fuhrwetk zweiter Art (mit beweglicher Verbindung der 

Gestelle). 

Beselcluiiimffeii« 

§. 41. 

Das vierrädrige Fuhrwerk zweiter Art kann als aus zwei hinter einander 
angehängten zweirädrigen Fuhrwerken bestehend, oder jedes der beiden Gestelle 
desselben als ein vom andern trennbares zweirädriges Fuhrwerk angesehen 
werden. 

Dieser Ansicht gemäss wird nach (§. 8) der Körper des einen oder des 
andern Gestelles mit der Last und den Rädern desselben als das erste, das Räder- 
paar als das zweite System des Gestelles angenommen, und es werden 9 indem 
man das Gewicht jedes Gestelles für sich in die Rechnung einführt, für das Hin* 
tergcstell dieselben Bezeichnungen wie für das zweirädrige Fuhrwerk angewen- 
det werden. 
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Die gegenseitige Einwirkung der beiden Gestelle auf einander findet an 
zwei verschiedenen Flächen und Berührungspuncten Statt. 

An der einen, gewöhnlich in einigem Abstände hinter der Vorder* Achse 
befindlichen Fläche, liegt der vordere Theil des Hintergestells auf dem Vorder- 
gestell auf. und es trägt dieses einen Theil D des Gewichts P. Die Richtung 
des Drucks D wird, unabhängig von der Lage der Bahnlinie gegen den Horizont, 
lothrecht genommen, und die Lage des Stutz- oder Berührungspuncts durch die 
Abstände /, m % a 9 b in der Bedeutung wie beim zweirädrigen Fuhrwerk (§• 7) 
bestimmt. 

Vermittels der andern Berührung übt das Vordergestell einen, als Zug- 
kraft K auf das Hintergestell wirkenden Druck auf dieses auf. Die auf der 
Berührungsfläche normale Richtung dieses Drucks schneidet die Richtung der 
fortschreitenden Bewegung unter dem Winkel ß, und trifft die beiden Geraden, 
welche in den Berührungspuncten des Hinterrades und des Vorderrades mit der 
Bahnlinie senkrecht auf dieser stehen, beziehungsweise in den Abständen n und 
n„ von den Berührungspuncten. 

Der Winkel ß ist, wie der Winkel a 9 in dem Sinne wie beim zweirädri- 
gen Fuhrwerk (§. 7) genommen, und der Buchstabe e bedeutet, wie beim vier- 
rädrigen Fuhrwerk erster Art (§. 27), den in seiner Projection auf die Bahnlinie 
genommenen Abstand zwischen den beiden Axenlinien. Demnach ist 

n ff — n = ^tang/?. 

Für das Vordergestell sollen ganz dieselben Bezeichnungen wie für das 
Hintcrgestell, nur zur Unterscheidung mit einem Beistrich wie z, B. P u dienen. 

Bellende Bewegung* 

§. 42. 

Die auf die beiden Gestelle bezüglichen Gleichungen werden nach den 
(§. 8 u. 9) angeführten Grundsätzen, wie wenn jedes für sich ein zweirädriges 
Fuhrwerk wäre, gebildet, und der gegenseitigen Verbindung der Gestelle wird 
durch die in die Gleichungen beider zugleich eingehenden Grössen Rechnung 
getragen. 

Die Gleichungen (E)xkr rollenden Bewegung 
des vierrädrigen Fuhrwerks zweiter Art, bei welcher Bewegung ~ = ru = r x u x 

ist, sind daher, die Achse jedes Gestelles als mit dessen Korper fest verbunden 
vorausgesetzt, für irgend einen Augenblick der Bewegung folgende : 
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Hintergestell\ 
(1 bis 6) wie beim zweirädrigen Fuhrwerk (§. 9.) 

Vor der gestell\ 

(l)K x cosß x -Kco$ß—(P x + 2Q x -D i +D)sina-2R x ^(P l 'h2Q^X^0 9 
(8)K x smß x -X$\nß--(P x + 2Q x --n x + D)co%a + 2N x = 0, 

(9) n l co%ß l .K l — n,,co%ß.K+c l P l — r l %\na.2Qi~a l Di—(ecour—a)D 

-(h x P x + *s x Q x )X = 0, 

(10) 2 E X {G X + <p x ) -2R x -2 Q x (sin « + X) =0, 

(11) - 2^(1 - 9l G,) + 2N X - 2&cosa = 0, 

(12) 2r 1 Ä 1 - g ) 1 ^ l .2JB 1 |/(l + G?)-2Q I (5 l ~ rO-X =0, 



§. 43. 

Die Gleichungen (1 bis 6), welche ganz dieselben sind wie die Gleichun- 
gen ( A. §. 9), und welche die sechs Unbekannten X, D, ü, TV, £, G enthalten, 
sind sowohl für beschleunigte als für gleichförmige Bewegung im Vorigen (§. 10 
bis 14) vollständig aufge löset, und der dabei befolgte Weg scheint ebenfalls der 
geeignetste zu der nun nöthigen Auf losung der Gleichungen (7 bis 12). 

Die zu suchenden Grossen dieser Gleichungen sind X x% D l9 R l9 N lt E\,G Xi 
von welchen X den Gleichungen beider Gestelle gemeinsam ist und dadurch 
bei beschleunigter Bewegung zur Elimination der weitern Unbekannten X dient 

Indem wieder V(l + GJ) — w>. f ! angenommen und 

* = rf(l+Ti>' ^ = 2^(^ + 9,). 2 1 =2£ I (l- 9l G 1 ) 
eingeführt wird, wodurch sich 

Z, + <p x T, -_ r,-y,Z , «■ _ fi - ViZ i 

2El=s i + tf • 2 ^~-T^;- • £l -z7+^rfT 

ergiebt 9 hat man, um zunächst zur Auflosung der Gleichungen (7 bis 12) in Be- 
zug auf gleichförmige Bewegung zu schreiten, bei welcher Bewegung statt der 
als verschwindend wegfallenden Grosse X die Kraft K zu suchen und die aus den 
Gleichungen (1 bis 6) entwickelte Kraft X oder V, so wie D, als gegeben zu 
betrachten ist: 

Nach (7 u. 10) +Y X = K x cosß x — Fcosß — (/>, + /)— J) x ) sina, 
Nach (8 u. 11) —Z x = K x sinß x — fsin ß — (P t + D — A)cos« , 
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Nach (9) a x (P x + D—D,) as B x + n„cosß. V— n x co$ß x .K n 

wo jB x statt £iPi + r l s\na*2Q l -f- (a t — a + *cosa)7) steht, 
Nach (10 u. 12) Y x - ^ Z, = 2& sin « ; 

und findet hieraus, wenn V x den zur gleichförmigen Bewegung erforderlichen 
Werth von K x bezeichnet: 

y [a l (cosß+f* 1 8mß)+n i , co8ß(Ana + fi 1 cosa)'] V+Csina+p^os^B^asina^ Qy 

so wie 

(cosÄ -f- fi 1 s\nß l )B l + [»„cos^cos/*, + j* siaft) 
n = p + /) _ — *i cos/g ^cos/g-f- ^ sin/9)] F- ^eosft .2g t s in er 
1 * dj (cos ß x + p x sin ß l ) + n l co$ß 1 (8\na + pcos a) * 

/ui B, cos(a + /?,) + ^t Ffo sin(/J — ft) + ft /7 cos/9cos(a + &)— *i «^^ <*•(* +Ä3 

•, 4-2g l sinacos/y I (a 1 + n i sing) 

1 a l (coBß 1 + p l $inß l ) + niC08ß l (8wa + [* 1 cosa) * 

B 1 cos(a + /9,)+F[a x sin(/?— ß) + w' / cos/?cos(a + /? 1 ) — n, cos/?! cos (a «+•£)] 

~ — 2g 1 sing(o 1 sin/y i - hf^ cos/^oos«) 

1 a 1 (cos/9 1 +/u 1 sin/9 1 )4-fi 1 cös/^X8ina + /Ei 1 cosa) * 

wozu vermöge (10 und 12) noch 2R X = F l — 2Q i s\na = /u l Z l > 
und vermöge (11) 2N X = Z x + 2Q X cos a 

kommt. Auch werden die hier entwickelten Ausdrücke, in welchen der Kürze 

wegen durchweg 

-r (6P — rsing t 2())(8in« -f- jttcosg) -f- a sin «,2g , 

^ stalt a(cos/?+ fisin/J) + ncosj?(sina -t-pcosa) und 

n (&F+rsina.2g)(co8/?-t-/u 8i n/S) — »cos/?sing>2g 

// statt /* — a(cosl + jUgin/$4-ncos/9(sina + /icosit) 

beibehalten ist, für jeden Werth des Winkels a genau, wenn man den Exponen- 
ten fi x durch das in (§• 13) angegebene Verfahren ergänzt, so dass die Buchsta- 
ben Vu ©i, <& i9 von welchen 

% ass JB, cos(<* -I- #)-*-[>*, sin (ß—ßi) +n„cosßco$(a+ß l )—n l cosß l co$(a-hßy]J / 9 

20 
©! = 7 sin acosß x (a x + n x s\n a) * 



6, ss 1 — j^sinafaisin/Ji + ^cosßcosa) 

ist, in demselben Sinne auf die Vorderräder bezogen werden, wie die 4f , 83, 6 
dort auf die Hinterräder bezogeo wurden; und wenn man zugleich beachtet, 
für den in V und in D vorkommenden Exponenten (Jl selbst, das nach (§. 13) 
ergänzte u zu setzen. 
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$. 44. 
Sollen die Gleichungen (7 bis 12) allgemeiner in Bezug auf beschleunigte 
Bewegung aufgelöset werden, so geben, indem man die Grössen AT und D als 
gegeben betrachtet, die Gleichungen 

(7. u. 10.) + T, = Äi cosß l —Kcosß-(P l +D-D i )sma—P l X^ 

(8. u. 11.) —Z x = AT.sinß— /STsin/»-(P,+/>— DJcosa, 

(9.) a^+D- DJ = C x +n„ cosß.K+(h l P l +2s l Q 1 )X t 

(wo Cj statt i 1 P,+r 1 sina.2Q+(a 1 — a + ecosa)D — njcos^./^ gesetzt ist,) 

(10. u. 12.) 7,-^a,^ =2Q 1 (sina + ^ Jr) , 

und es findet sich hieraus: 

a t (eoeß l 'hfi l rinß^K ir ^ [a l (Q09ß+>u 1 sinß) +n / /50S/?(sroa+^ 1 oosa) J/T— C/sina 4-^cosa) 
« b •— «frgipg.Eg, 



- a 1 (P l + 2^ 1 C^+CMV^i^Krina+^cosa) 

~ » . n ' r K(cos/?+^in£)-20sina] 

D x = P x + D ; r -— * 

«i(/\ + 2 jr ^ ) -*- (*! ?! •+■ 2#i g t ) (sin a -t- p x . cos«) 

%Pi[C|C«tt+(aifl>/^^ 

•*-2Pi[sina(a|P I -i-(Ä 1 / > l +2f i0i)sina]— ~ [Csina+CaiCOS^+w^cos^inflf) K-a x cosß t Ki)\ 

a l (Pi-^2^Qi)-h(h l P l -h2s l Q l Xsina'hfi l coS(x) 

(/> l+ 2 - (>, )[Cj cosa+(a l sinß+n„cosß.cosa)K-a l smß l . Ä,]+(Ä l / > 1 +2*g 1 )[ A^osCa+Ä) 
— Kcos(a-hß) — 2^ sin« cos aj 

JX ~ a i (P l -^2^Q l ) + (h l P 1 +2s l Q i )(sina^u l cosa) 

durch welche Ausdrücke, worin 

(P+ 2- (?) C+ (ä/> + 2$Q)(Kcosß + fisinß) - 20sina) 

D nach (§. 14) = P - '----- , ----- 

*(P+* r g) + (ÄP+2*0)(aina+iMCOSo) 

ist, vermöge der Gleichungen (10, 11,12) zugleich 

2Ä,= r i -2Q 1 (sina + ^ = / a 1 Z 1 + 2Q 1 ('|-l)jT, und 

2N l = Z l -2Q l cosa 
entwickelt werden. 

Um endlich die Unbekannte K zu finden, hat man, da die beiden für 
das Hintergestell und das Vordergesteil abgeleiteten Ausdrucke von X einander 
gleich sein müssen, die Gleichung: 



\ 
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nK — t iJiÄi — tl'K — ti — (*i — * + «öOfa)D(do« + ^,coga) 

wenn der Kürze wegen 

e statt o(P+ 2^ (>) -*- (AP-*- 2sQ)(sin a + /xcosa), 

*i .• Oi(A+2^Qi)+(Ä 1 P 1 +25 1 Q 1 Xsina+ / a 1 cos Ä ) # 

£ „ (AP+rsioa.2Q)sina+/LCOSc)+ osina,2Q # 
£i » (AiPi+rjSina^Q^siDa+^cosaJ + OjSinaAfti, 
fl „ a(co$ß+ fiismß)+ neos ß (sin a+/uco$a) 9 
ff n a l (cosß-h/u l s\nß)+n, t cosß(s\na+fiL l cosa)'p 
Vi » öi(co8j8 l +^t 1 rio^8i)+iiiCO«j8 1 (sina+/i 1 cos«) 
gesetzt, und/} in der so eben angegebenen Bedeutung genommen wird ; woraus sich 

<Mri-$i)+«iC-(«i-«+«co««)(^ 
K _ + (jP -+■ 2i g)(iin g + /ueosa)] 

«V^?/+(^--<H-«coso)(smcr^^,cosa)[iicos/9(P+ 2 £(>)- (W > +2#0)(cos/?4-jMSin^) ] 

« 4-(ncosft— (roos/?+/usin/?))sing,2g] 

~ *tf+* t rrH*-<i+^to)(fa^PiMrf ' 

und sodann für X == 0, wie es sein soll, A\ = V x (§. 43) findet. 

Nachdem AT eliminirt ist und die Ausdrücke von T, Z, Y v Z» demgemäss 
auf die entsprechende Form mit gleichem Nenner gebracht sind, könnte man die 
Werthe der Exponenten p und /i 1 mittels der beiden Gleichungen 

entweder durch gemeinschaftliche Auflösung derselben, oder durch das in ($.31) 
angedeutete Näherungsverfahren genauer zu bestimmen suchen. Es wird jedoch 
zu Vermeidung grosserer Weitläufigkeit bei numerischen Berechnungen besser 

sein f ohne die Grösse K wirklich zu eliminiren , die Werthe fi = r vn+(p*) unc l 

/u* = V(\-Lq\\ * n ^ r *" rs erste beizubehalten , unter Anwendung des so be- 
rechneten Werthes von K die Exponenten mittels der beiden letzteren nach 
(§. 13) einzeln aufgelöseten Gleichungen zu verbessern, dann AT genauer zu be- 

Crdle'f Journal f. 4. M. Bl XLVL Heft X 23 



178 •• v. Heim, nur Theorie der Bewegung der Räderfvkrwerke. 

rechnen, und so auf dem Wege allmähliger Annäherung, wenn es nothigist, Weiler 
fortzuschreiten. Die auf das Hintergestell bezüglichen Grössen 9t, 83, ($ sind in 
(§. 14) angegeben, und in Bezug auf das Vordergestell bat man bei diesem Verfahren : 

f8 i -r^[9iOa(a l P l +(h l P l '+^ l Q l )s\na 

6y- 1 - -^[sinocosaCÄjPi+a^Qj)— ^ L (G 1 cosö+( a i s ! n ^ f ^cos^cosa)/ir-ö l sin/? 1 Ä)] 

zu setzen. 

§.45. 

Die erläuternden Bemerkungen (§§.15 bis 19) in Betreff des zweirädrigen 
Fuhrwerks gelten zunächst für das Hintergestell und finden ohne wesentliche 
Schwierigkeit ihre beziehungsweise Anwendung auch auf das Vordergestell, oder 
auf das ganze vierrädrige Fuhrwerk zweiter Art 

Durch die Zerlegung Von K x in ^i-H>j findet sich nach (§.15), wenn [3J der 
Zähler, e t der Nenner derGrösseZj (§43), 3* der Zähler derGiosseZ 1 (§.44)ist: 

Ni " INJ* ^^(P^ft^ 

+ 0|COs(a + ^.2p,]+I>iiCOSa(CÄ l P 1 +2#iP l )cos(a+/? l ) 

Ä r^l + 20p -(o 1 sin/? 1 -»-n l cos/? I co8a)(P 1 -t-2P 1 )] 

LWJ V* " [0^ + 2*^) + ^ 

Da unter den aus den Gleichungen (£) entwickelten Ausdrücken nur die 
von -Ki und F x den Reibungscoefficienten cp x für sich (anders als in fi t ) enthalten, 
so hat dieser Umstand nur auf die beiden letzteren , wenn die Achsen an den 
Rädern (est sind« Einfluss. (Wegen der Bedeutung von P, P M Q, Q l9 s und 
5i ist indessen hier Aehnliches wie zu (§. 16) zu bemerken.) 

Welche Grossen bei der Anwendung der Ausdrücke auf die Bewegung 
rückwärts ihre Vorzeichen ändern, erhellet aus (§. 18 u. 34). 

§. 46. 

Der besondere Fall, wenn Di gleich Null ist, erheischt noch eine nähere 

Betrachtung. 

Eine einfache Ueberleguog zeigt, dass wenn D x s= ist, d. b. wenn die 
Lastverhältnisse des vierrädrigen Fuhrwerks zweiter Art sq beschaffen sind, dass 
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das Vordergestell ausser den Rädern keiner weitern Unterstützung bedarf, dassman 
die Art des Zusammenhanges beider Gestelle, wodurch die beiden Arten der vierrä- 
drigen Fuhrwerke sich unterscheiden, keinen Einfluss weder auf die Bewegung dieser 
Fuhrwerke und die dazu erforderliche Zugkraft, noch auf die sonstigen Gleichge- 
wichtsverhältnisse derselben haben kann ; und eben Dies lässt sich 4 was die rollende 
Bewegung der beiderlei Fuhrwerke betrifft, durch eine vergleichende Zusammen- 
stellung der Gleichungen (G) und (E) nachweisen, 

Wenn nämlich, um die abweichenden Bedeutungen der gleichen Zeichen 
in diesen beiden Gruppen von Gleichungen zu unterscheiden, in den Gleichem- 
gen (C) (§. 28) 

n durch n\ p durch p', c durch c\ h durch h\ AT durch K Xt ß durch ß x 
ersetzt wird, so sind die Gleichungen (G 1, 2 u. 3) wie folgt zu schreiben: 

(1) K l co*ß l -2R-2R l -(P'+2Q+2Q l X$iha+X) = 0, 

(2) K x sinß x +2ff+2ZV l -(P'+2Q+2Q x ')cosa « 0, 

(3) n'<mß l K l ic'P'-rma2Q+(eco8a~ ^lin^Ö^.aAi-CÄ^+^QH^^^^JrssO. 

Für D x = erhält man aus den Gleichungen (E) (1 u. 7) durch Addition: 
jr i cos / ? 1 -2Ä- 2R X - (P+P x + 2Q + ZQ 4 )(sma + X) = 0\ 

eben so aus den Gleichungen (E) (2 u. 8): 

K l sinß l + 21V-i-2N l -(P + P l + 2Q-h2Q l )co3a =0, 

und aus der Summe der Gleichungen (E) (3 und 9), nämlich aus 

wenn man das Product der Gleichung (E) (8) in den Abstand c, d. h. 

isin/Sj./T] — esiaß. K — ^cosa.^ — eco$a.2Q L — ecosa.D + e.2lV x — 0, 
davon abzieht, die Restgleichung: 

(n i co*ß l — esinß x )K x +(es\n ß — (n„— n)co$ß)JK-l-cP+(eco*crt-c x )P x — rsina.2Q 
+(ecos a — r x sin a )2Q x ~e.2fl i ~(hP+h x P x +2sQ+2s x Q x ) X = 0; 

und diese drei abgeleiteten Gleichungen fallen mit den obigen Gleichungen (C) 

(1, 2 u. 3) zusammen. Denn es ist P + P X — P' , cP+(ecosa+c i )P i = c'P' 9 
hP+h x P x = h JP", e sin ß = (n„ — n) cos/£= (§. 41) , n x cos ß x *- e sin ß x = /i'cos ß» 

da n x — etang/?! = ri ist; und ß x und ^i(§. 42) bedeuten eben Das, wie ß und 
rin(§.28u. folg.) 

Die Gleichungen (E) lassen sich demnach, da die den Rädersystemen an- 
gehörigen sechs Gleichungen in den beiden Gruppen dieselben sind, für D x — 
ganz auf die Gleichungen (C) zurückführen. 

23* 
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Hieraus folgt aber, dass, wenn die Wertbe der in den Gleichungen (E) 
enthaltenen Grossen so beschaffen sind, dass sie die Grosse D x tu Null machen, 
der aus den Gleichungen (E), sei es für beschleunigte , oder für gleichförmige 
Bewegung entwickelte Ausdruck irgend einer der gesuchten Grossen mit dem 
entsprechenden Ausdruck der gleichnamigen Grosse, wie er aus den Gleichungen 
(C) sich ergiebt, gleichbedeutend sein und bei der Anwendung der für diese 
Gleichungen so eben angenommenen Bezeichnungen auf denselben zurückgehen 
muss, so dass die in den Gleichungen (C) nicht vorkommenden Grossen der Glei- 
chungen (E), welche Wert he auch die gesuchten Grossen D und IST oder V der 
letzteren Gleichungen erhalten mögen , aus jenem Ausdrucke herausfallen. Ist 
t. B. 3 der Zähler, 3t der Nenner des Ausdrucks von X in (§. 32) und 3i der 
Zähler , 3t x der Nenner des Ausdrucks von X in (§. 44), und stellt 2)j eine mit 
D x zugleich verschwindende Function von D x vor, so muss 3x91 — 3Sti"*"3)i 

sein, so dass, wenn D, = ist, äj ■■ s^g in % übergeht. Es folgt, dass diese 

Uebergange der dem vierrädrigen Fuhrwerk zweiter Art angehorigen Ausdrucke 
in die des vierrädrigen Fuhrwerks erster Art für D x = Statt finden müssen, die 

Verbältnisszahlen /x, fi x mögen näherungsweise gleich T ^r[ . ^ * r nfi + qp\ » 

oder in der ergänzten und den Gleichungen (G) und (E genau entsprechenden 
Bedeutung angenommen werden , und dass daher die aus den Gleichungen (C) 
abgeleiteten Ausdrucke, wenn D, = ist, ebenfalls auf das vierrädrige Fuhrwerk 
zweiter Art anwendbar sind ; dass aber umgekehrt auch die aus den Gleichungen 
(E) hervorgehenden Ausdrücke der unbekannten Grossen auf das vierrädrige 
Fuhrwerk erster Art sich müssen anwenden lassen, indem man eine der beiden 
Grössen jP, jPi, deren Summe gegeben ist, oder eine andere, von den in die Gleichun- 
gen (C) nicht eingehenden Grössen, welche die Gleichungen (E) als bekannt vor- 
aussetzen, der durch die Gleichung 2^=0 gegebenen Beziehung zwischen diesen 
Grössen gemäss, und übrigens eben diese Grösser!, mit Rücksicht jedoch auf de- 
ren gegenseitige Abhängigkeit, willkührlich annimmt; wodurch nach (§.43) ein 
Mittel gegeben ist, die Exponenten fi und fi x für den Zustand der gleichförmigen 
Bewegung auch des vierrädrigen Fuhrwerks erster Art, welches als ein besonderer 
Fall des vierrädrigen Fuhrwerks zweiter Art betrachtet werden kann , so zu be- 
stimmen , dass sie den Gleichungen (C) vollkommen genügen. 

Und eben diese Folgerungen müssen, wie leicht erhellet, auch dann noch 
ihre Richtigheit behalten, wenn die Druckkräfte 7), D A in einer andern als der 
verticalen Richtung wirkend angenommen werden. 
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$. 47. 

Bei dem vierrädrigen Fuhrwerk zweiter Art wird , wenn im Zustande der 
Ruhe D x gleich Null ist, das statische Gleichgewicht zwischen den beiden Ge- 
stellen durch Vermittlung des Drucks D hergestellt, den sie an einer bestimm- 
ten kleinen Fläche, welche als ihr Beriihrungspunct gelten kann, aufeinander 
ausüben. Bei dem vierrädrigem Fuhrwerke erster Art kann man dagegen irgend 
einen beliebigen Punct zwischen den beiden Achsenlinien als denjenigen betrach- 
ten, in welchem dieser das Gleichgewicht der Gestelle vermittelnde gegenseitige 
Druck Statt hat, und zu eben dieser Art auch diejenige Art von Fuhrwerken 
zählen, welche, wie die Fuhrwerke mit sogenannten Reibscfieüen, zwei verschie- 
dene, in einigem Abstände von einander liegende, dergleichen Berühr ungs- oder 
Stützpuncte haben. Jedem zwischen den Aienlinien befindlichen Puncte des vier- 
rädrigen Fuhrwerks entspricht nämlich ein gewisses Verhältnis* zwischen den 
Gewichten P, P l9 Q, Q u durch welches diese sich, mittels des Drucks D an dem- 
selben, für sich allein, ohne die Beihülfe eines andern vor der Vorderachse (am 
Tragepunct des Gespanns) wirkenden Drucks D lt das Gleichgewicht halten ; und 
bei den vierrädrigen Fuhrwerken erster Art kann man dieses Verhältniss, wodurch 
im Zustande der Ruhe D x gleich Null wird, als für jeden der zwischen den Ax- 
lioien enthaltenen Puncte, bei den Fuhrwerken mit Reibscheüen aber als für je- 
den der zwischen den beiden Stützpuncten liegenden Puncte, so wie für diese 
Stützpuncte selbst, bestehend betrachten. Für die Fuhrwerke zweiter Art giebt 
es nur ein einziges Gleichgewichtsverhältniss der Gewichte P, PyyQyQi, oder nur 
eine sehr beschränkte Zahl solcher Verhältnisse; für die Fuhrwerke erster Art 
dagegen liegen diese Gleichgewichtsverhältnisse innerhalb eines gewissen grossem 
oder kleinern Bereichs, den ihre Gesammtheit einnimmt. 

Zugleich mag hier noch erwähnt werden, dass nach Art des Baues der 
vierrädrigen Fuhrwerke zweiter Art, nicht selten die Abstände lundm, oder auch 
e und <z, zusammenfallen, und dass ferner bei einem und demselben Fuhrwerk 
die Berührungspuncte beider Gestelle selbst, nach der Neigung des Bodens, der 
Art der Belastung und andern Umständen einigem Wechsel der Stellung unter- 
worfen sein können. 

Gleitende Bewegung. 

§. 48. 
Für das vierrädrige Fuhrwerk zweiter Art gestalten sich 
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Die Gleichungen (F.) der theilweise gleitenden Bewegung 

aus denen der rollenden Bewegung (jE), indem man in diesen allgemeiner flV und 
/i Ni statt R und R x setzt» wie folgt : 

Hintergesteü 
(I bis 6), wie beim zweirädrigen Fuhrwerk (§. 20). 

V order gestell 

(7.) S l Qosß l -Kcosß-(P l +2Q l -D l +D)smar^/ t .2IV l -(P l +2Q l )X = 0, 
(8.) K 1 $\nß x — K$mß—(P l + 2Q i -D l + D)co$a + 2]V l « 0, 

(9.) j^eos^.Xi— n„cos ß. K + c l P 1 — r,sina.2Q — fli-Di 

— (i?cosa — ö)D — (Ä X P X + 2r 1 Q 1 )A'-2() 1 .Di «0, 
(16.) 2 JE; (Gx + g*) -/ E 2A, - 2Q X (sin a + X) = e, 
(11.) — 2 jB, (1 — 9l G,) «■< * , - 2& cos a =0, 
(12.) /tr^Ai- ip^.21. i + G])-2Q l .ü 1 = 0. 

* 

§. 49. 

Die Gleichungen (F.) (1 bis 6) finden sich, als mit den Gleichungen (B) 
des zweirädrigen Fuhrwerks (§. 20) völlig übereinstimmend, im Vorigen bereits 
aufgelöset, und der gleiche Gang der Entwicklung, welcher zu dieser Auflösung 
geführt hat wird hier auch auf die übrigen Gleichungen (7 bis 12) angewendet 
werden. 

1 a O' 

Wird in der Gleichung (12) wieder y (1 4.* j statt }/(l+Gf) gesetzt und 

von den Buchstaben /x,, Y x und Z k wie in (§. 43) Gebrauch gemacht, so findet 
sich zunächst für gleichförmige fortschreitende Bewegung, oder für JT = 0, in- 
dem man die aus den Gleichungen (1 bis 6) entwickelten Grössen K oder fund 
D (§. 21) als gegeben betrachtet: 

Ans (7 und 10) J, = K x cos/?, — fcos ß — (P, + D — D,) sin a. 

Aus (8 und 11) — Z, = Ä, sin/?, — Fnnß — (P,+ D — DJcoso. 

Aus(9,ll«ndl2)a,(JP,+D— D,) = B l +n„cosfi.f /, ~n 1 cosß l .K l +(/ 1 — /UiViZ,. 
wo JB, für A,P, -I- r, (sin <*■+•/, cos«) 2 (),+ (o, — a + e cos «)D gesetzt ist; 
Aus (10 und 11) r, — /, £, = 2(>, (sin « +/, cos o) , 

und durch Auflösung dieser vier abgeleiteten Gleichungen : 
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[atoosß+foinß) -t- n„co$ß(sina 4-^cosa) — CA — p^cdsC^ /9)]F 

-jr + ( sia « +/i cos «) [g, 4- (^ ~ CA - jtQr^ oos a)2 Q] 

r * o 1 (cos/9 1 4-/ 1 8io/9 1 )4-<HC08/? 1 (sina+/ 1 cosa)~Cf 1 --^ 1 )r 1 co«(a4-/9) * 

und wenn iP t den der gleichförmigen fortschreitenden Bewegung zugehörigen 
Werth von K t bedeutet: 

D _ p w -f-B^coBA 4- Asin^- 2P(8ing4-f 1 co8a)[n 1 cos i g 1 ^ CA--^i>t8iPÄ 3 
1 — < r i" f " x/ a 1 (cosÄ4 % f l sin/? 1 )4-fHC08/? 1 (sta^ 

y 4- 2p 1 (8in« -hfjCQSa) [a l eosß l 4-w 1 co8/? 1 sing — (^ — ^ j ^cogQ 4. ß)] 

1 a 1 (co8/? 1 -f-/l8in/9i)-HiiiC08/9 1 (8Uia+/lcosa)-- (/; — pOrtCOsfa^A) ' 

F[0|8in(/9— ft) + *,,cos/?cos(a 4- A) — *iCOS/?,cos(a 4-/?)] 4- /?iCOS(« 4- ft) 

_ — 2 p t (sin «4-/1 coBcOfa sin ß x + n l cosß l cos a ) 

^"" 04 (cos & 4-/1 sin/?!) 4-fiiCOS/?i (sina 4-/1 cosa) — (/*— pO^coste 4- Ä) ' 

womit nach (11) zugleich 2N t = Z 1 -h2Q 1 cosa ^ 

und nach (11 und 12) 2Q X . U x — (f x — /u^Z, -hAr^ÜQ^osa 

entwickelt sind« 

Und alle diese, den Gleichungen (F) nur rfäherungsweise genügenden, 
Ausdrucke werden genau, wenn man den Exponenten ^ wie bei der rollenden 
Bewegung (§• 43) ergänzt, so dass hier 

Äi = 2Q t ^(sin a 4-/1 cos a) cos (a-h ß) , 

y 
®i =/i-g"[öi«n QS — ßi) + n„co*ßcos(a 4- ß t ) — /ijcos^cos (a 4- /?)] 

+ - /i.g i cos(a+^i) + -gp (sin a+/i co *«)[ a i cosj? 1 4-n 1 cos^ 1 sina—/ir 1 cos(a4-^i)] !> 

di = jj- [tf 1 sin (0 — #) ■+• /i„ cos /Jtrcs (a + #) — /i I cös/9icos(a + /ff)j 

+ «r i cos(a-l-#) sr(sin«4-^cosa)(a l $in/9 1 + ii 1 cos/J i cosa) , 

gesetzt wird ; und wenn man eben so für den Exponenten der Hinterräder das 
nach (§. 21) ergänzte /m setzt. 

§ 50. 

Soll die Auflösung der Gleichungen (F) zugleich die beschleunigte fort- 
schreitende Bewegung umfassen, so folgt 
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Aus(ln.lO)+Y t =iK l cosß l —Kcosß~-iP l +D—D 1 )sina^P l X, 

Aus(8u. ll)—Z 1 =R 1 smß l — Ksinß— fä + D— A)cos a, 

Aus (9, 11 u. 12) [oi—(fi — /uO^cosaJ^+Z)— A) 

=C;-(^ 1 )r 1 siVi^"«co* i Wi-^i«niS]ÄHÄi^i«^iQi)X 
wo Ct = Ä t P 1 +r 1 (sina+/jcosa)2Q 1 +(oj — a+*cosa).D— n,co$ß u Ki ist. 

Aus (lOu. 11) Yi—fiZi — «Q,(sin a +/, cos a + JT); 

woraus dann ferner 

Y _ ' — (/i— jW l ytCQs(«+^]g-(sitt«-4-/ t co8a)[C l +(a 1 ~(f l --Mi> 1 co«o)apJ 

(«i -CA -Pi>i cosa)(P, -h 2P0 + (AjPj+ar, ftXsln a+ftcM«) ' 

— fisintt4<WBa4-^ 1 c<wg)[(<i l ~(/ , 1 ~ft 1 > 1 coa«)P 1 +(A 1 P 1 +y 1 P 1 )siaa)] . 

(Pi + «Pi) [<*«*»-«tfNÄ JE, + C^iin^+ii^cos/Joos«)^] •+■ (VV+-V1 Q ) [f ,eot(a-4-A) 
— Äxos («■♦•/?) — aP 1 fiOg«(sina+/ 1 eo8a)] 

und nach (11 und 12) zugleich 

2 JVj == Z, + 2Q t cosa und 

2QxU t =:(f l - / u l )r t Z t +f l r l co%*.2Q t 
gefunden wird. 

In diesen , auf die beschleunigte fortschreitende Bewegung bezüglichen 
Ausdrücken ist fflr D der in (§. 22) entwickelte Ausdruck zu nehmen» die Kraft 
K aber mittels der Gleichung, welche die für das Hintergestell und das Vorder- 
gestell gefundenen beiden Ausdrücke von X geben, erst zu eliminiren. 

Diese Gleichung ist nämlich 

jyiC — g ViKi — vK—Zj — (q,— q +ccosa)D(sin <*-*■/, cos q) 

4 

wenn hier zur Abkürzung 

e statt (a—( m f—^)rco%d)(P+2Q)+(hP+2rQ)(fi\na+fco$a)^ 
*i » («i— (/i— /^r 1 cosa)(P I +2ft)+(Ä 1 P 1 +2r 1 Q 1 Xsina+/ I cosa), 
£ » (sin a-f-/cosc»)[£ JP + (a + r (iin a + / ucosa)]2Q), 
£, » (sin a +/ t cosa) [£i/Vf- («!+ rj(sio a + fi^ cos a)] 2$ , 
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tj statt a(cosß+fsmß) + nco*ß($\na+fco8a)—(f~ju)rco$(a + ß), 
rf » a x (cosß +/ x s\nß)+ n„ cos yS(sin a +f x cos a) — C/i — /u x )r x cos (a + ß) , 
^i Ä öiCcos^+ZJsi nßi)+ n x cos /?i(sina ■+/! cos a) — (/J — ^UiJr, cos (a + ^) 

gesetzt und D in der Bedeutung wie in (§. 22) genommen wird, und es ergiebt 
sich aus ihr 

K ~ «^-t-« l i?+(a l -a+ccosflr)(sinatAcosa)[(ncos/9+( / , -^>sin^(W2P)-(AP+2rp)((X)S/W/«ii/9)] * 

folglich 

iwK—t)£ — j?£, — (<»i — a •+■ ecosa)(sina +f l co*a)\ri P — bP(cosß+fsinß) 

y 4-(sing-H/co8g)(ncos/g — r(cos/?-h^sin/g))2g] 

« 1/ -*- «ii? -t- (o, — a + ecosa)(sin<* +/ t cosa)[(ncos/?-t- (/+ fi)rdnß)(P •+• 20) ' 

- (AP + 2r0)(cos£+/sin/?)] 

und für X= 0, wie es sein soll, Äi = V x (§. 49). 

Auch können noch die Exponenten (jl und /m x durch allmählige Annähe- 
rung, wie für rollende Bewegung (§.44), genauer bestimmt werden; wozu in 
Bezug auf das Hintergestell die Grossem V, 33, % wie in (§. 22) und in Bezug auf 
das Vordergestell, 

Vi ~%rxQi[Kx cos (a + ßj — Üfcos (a -f- /8) + JP X cos a (sin a +f x cos a)] , 

P 
©i =/i' jp[£i cos a — a x sin ß x .K + (a x sin /? + ti„ cos ß ♦ cos a) ÜQ 

+f / lPl ^ riQl [K x cos (a + ß) - ATcos(a + ß)] 

+ -=r- [(o 1 cos^ 1 -y^r 1 cos(a+^ 1 ))2f 1 ^ö 1 cos^+^ / cosiffsina-yircos(a+^)] AT 
— C x sin a + (sin a +/ x cos a) [(a, — f x r x cos a) P t -f- (h x P x ■+• 2r x Q x ) sina)J> 

P -1-20 
6j=-^-= — l [C 1 cosa — ö 1 sin/S l .Äi+(a 1 sin/S + 7i #/ cos^.cosa)iSr) 

+ *iPi + 2 rigi [y |COS ( a+ ^ i )_^ cos ( a ^^)_( s i na+ /; C osa)2Q l cosa] 
zu setzen sind. 

§.51. 

Bei näherer Betrachtung der Ergebnisse der Auflosung der Gleichungen 
(F) bieten sich ähnliche Bemerkungen dar, wie die in (§§.23 bis 26) in Bezug auf 
das zweirädrige Fuhrwerk, und die in (§§.38 bis 40) in Bezug auf das vierrädrige 
Fuhrwerk erster Art gemachten ; und aus einer Zusammenstellung jener Ergeb- 
nisse mit denen der Gleichungen (B und D) zeigt sich von selbst, in wie weit 
die Bemerkungen der angeführten Paragraphen sich auf das vierrädrige Fuhr- 
werk zweiter Art beziehen lassen. 

CrtOe'f JoornaJ f. d. M. Bd. XLVL Heft 2. 24 
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Es lässt sich ferner, ganz auf gleiche Weise wie es in (§.46) für rollende 
Bewegung geschah, nachweisen, dass, wenn D x = ist, die Gleichungen der 
theilweise gleitenden Bewegung des vierrädrigen Fuhrwerks zweiter Art (F) auf 
die des vierrädrigen Fuhrwerks erster Art (D) zurückgehen; woraus dann zu- 
gleich erhellet, dass die in (§§. 46 und 47) weiter dargelegten Folgerungen eben- 
falls für gleitende Bewegung gültig sind. 

Mehrere hinter einander angehängte vierrädrige Fuhrwerke erster Art. 

§52. 

Die Untersuchung wird sich auf di? Beschleunigung der rollenden Bewe- 
gung, welche durch eine gegebene, die Fuhrwerke bewegende Kraft hervorge- 
bracht wird, und auf die zur gleichförmigen rollenden Bewegung erforderliche 
Zugkraft beschränken, und voraussetzen, bei jedem Fuhrwerke seien die Räder 
unter sich gleich und es habe der Rad-Effects-Exponent für beide Räderpaare 
denselben Werth. 

Zunächst wird angenommen, zwei hinter einander folgende, von derselben 
Kraft K x bewegte vierrädrige Fuhrwerke erster Art seien so unter sich verbun- 
den, dass die Richtung der Kraft K, mit welcher der vordere Wagen den hin- 
tern nach sich zieht, mit der Bahnlinie den Winkel ß bildet. X sei wie in (§. 27) 

1 d*x 
=s i ~djp f unc ' ^ e B ac ^ sta ^ cn -P> Q* Py ßi r i s «ollen sich, in der (§-527 und 

30) festgesetzten Bedeutung, auf den nachfolgenden, die Zeichen mit Beistrich 
^hQu^i) ßu r n s i* in derselben Bedeutung, auf den vorausgehenden Wagen 
beziehen. 

Nach den Ergebnissen der dem vierrädrigen Fuhrwerke erster Art zuge- 
hörigen Gleichungen (C) ist für den hintern Wagen (§. 32): 

Y K(co$ß + psinß)— (P -*-4())sing — ^Pcos« 

In Bezug auf den vordernWagen hat man dagegen folgende Gleichungen : 

(1.) K l cosß i —Kcosß — 2R — 2R l -( 1 P+4Q 1 )(sma+X) =r 0, 

(2.) IT, sin /?, — Ksmß + 2ff+2ff l — (/>, + 4 (),) cos o, = 0, 

(3.) rticosßi.^ — neosß K+c t P 1 + (ecosa — 2r 1 s\na)2Q l — e.2IV l 

- (h t P y + 4sQJX = 0, 
u. s. w. 
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wo itxCosß^Ki und ncosß.K die auf den Berührungspunct zwischen dem Hin- 
terrade des vordem Wagens und der Bahnlinie bezogenen Momente der Kräfte 
K x und K sind, und die Bedeutung der übrigen, nicht so eben angeführten, 
Buchstaben R t N eic, so wie auch die den zwei Systemen der beiden Räderpaare 
angehorigen Gleichungen (4 bis 9), aus den Gleichungen (C) von selbst sich er- 
geben. 

Man findet aus diesen Gleichungen des vorausgehenden Fuhrwerks: 

Y K x (cosß x + p x amß x ) — K(co$ß-+- fiijdnß) — (P x -f- 4 Q x )tAna — p x P 1 cosa 

und da die beiden Ausdrücke von X für das vordere und das hintere Fuhrwerk 
einander gleich sein müssen , so ergiebt sich hieraus : 

(PU $ - p)[ffi(cos/? l + i ti l sin^ 1 )-(J a l +4p l )sina-^ 1 P 1 oosa]+(P 1 +4^ 0i)[(P+4 WsincttyPcosa] 
(P + 4^(?)(coß/? + ^sin/S) + (P x + 4* ; *Q x )(cosß+psmß) 

und sodann 

Ki (eoßß -t- fi sin ß)(cosß x + ^ v s\nß x ) — [(P+4Q)sina + nPcosa] (cos ß + fi x sinß) 
y — [(Pi -f- iQQAna + fA x P x cosa] (cos ß + fi sin ß) 

(P + **- Q)(*>*ß -+- ^ sinß) + (P x h- 4±Q X ) (cos£ -*- fitinß) 

woraus weiter für X = oder für die gleichförmige rollende Bewegung der 
beiden Fuhrwerke, 

v i fr — ( Pi + *Q)* ina + FhPi™** [(P-f -4 g) sina + p Pcos a] (cos/? + l* x stoß) 
Ki oder r t — cog ^ + ^sin^ + (ebsft + ^sin/^Kcos/? -*- ^sin/?) 

folgt. 

Befindet sich vor den beiden Fuhrwerken , in gleicher Verbindung mit 
ihnen, noch ein drittes von derselben Art, an welchem die bewegende Kraft K„ 
angebracht ist, und auf welches die Zeichen mit doppeltem Beistrich P,„ Q„ etc. 
sich beziehen, so hat man folgenden Ausdruck von X für das vordere Fuhrwerk, 

y _ KJlw*ß* + l*M*toßä - K x (co$ß t -+- (i, sinfl) - (P^AQjsina - f*„P Jt cosa 

zu setzen; wodurch dann für drei Fuhrwerke wieder K x und X 9 und für X = 
ferner K„ oder V n sich finden. 

Wenn bei zwei verbundenen Fuhrwerken /u.= ju l9 und ß entweder gleich 
Null oder gleich ß x ist, so wird 

24* 
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y _ K x (GO*ß x + fixtinßi) -(P + Pi + 4g -f- 4 gQsing- f*i(P+ PQcogg 

~ P + Pt-f-4^+4^ + 4^9, 

undfürJT = 0: 

V A tr _ (P^Pi + 4Q->r4Q 1 )sill« + ^ 1 (/>+/> 1 )COStt 

A t oder #^ — cosft -t-^sinft ' 

wie wenn im vordem Fuhrwerk die ganze Last P+ P k vereinigt und die vier 
Räderpaare an ihm angebracht wären ; und so ebenfalls bei einer grossem Zahl 
verbundener Fuhrwerke; vorausgesetzt nämlich, dass für alle der Exponent fx 
denselben Werth hat , und dass für die auf das vorausgehende folgenden Fuhr- 
werke der Winkel ß entweder gleich Null, oder auch dem Winkel ß x gleich ist, 
unter welchem die Zugkraft am vordem Fuhrwerk wirkt. 

Schluss-Anmerkung zu dem Bisherigen. 

§• 53. 

Die obige Lehre von den dynamischen Verhältnissen der Fuhrwerke be- 
ruht auf der Voraussetzung, dass die Bewegung auf einer Bahn von regelmässiger 
und gleichförmiger Beschaffenheit erfolge, auf welcher nur die Hindernisse der 
Reibung zwischen den Rädern und dem Boden und derjenigen zwischen den Achsen 
und ihren Lagern zu überwinden sind. Auf gewöhnlichen Strassen wird dagegen die 
Bewegung sehr häufig noch durch andere Hindernisse erschwert, welche in vielen 
Fällen einen weit beträchtlicheren Widerstand verursachen, als der durch die ge- 
nannten Ursachen entstehende; nämlich durch grossere Unebenheiten de» Bodens, 
durch das Einsinken der Räder in weichen Boden, vermehrtes Gewicht und Träg- 
heitsmoment der Räder durch anhängende Erde u. s. w. 

Sollten diese Widerstände in die Gleichungen der Bewegung aufgenommen 
werden, so müsste ebenfalls die Eigentümlichkeit der rollenden, und die Unter- 
scheidung zwischen dieser und der gleitenden Bewegung zur Grundlage für die 
Bildung, die Entwickelung und den Gebrauch der Gleichungen dienen. Da es 
jedoch beinahe eben so unmöglich scheint, einigermassen sichere Werthe der 
Widerstände zu ermitteln, als die einem steten Wechsel unterworfenen Einwir- 
kungen derselben auf den Gang der Fuhrwerke mit hinreichender Genauigkeit in 
Rechnung zu bringen, so dürfte von einem Versuch, die genannten Hindernisse 
als wirkende Elemente der Bewegung zu behandeln, kaum irgend ein entsprechen- 
der Erfolg zu erwarten sein. Man wird sich darauf beschränken müssen, das sta- 
tische Gleichgewicht der Fuhrwerke unter gegebenen Umständen, mit Rücksicht 
auf jene weiteren Widerstände zu suchen; wie fs verschiedentlich geschehen ist 

( Die Fortsetzung folgt im nlehsten Heft. ) 
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10. 

Zur Theorie der elliptischen Functionen, 

(Von Herrn R. Krusemarck, Cand. der pbil. zu Berlin.) 



JUdisenstein bat im Jahre 1850 in einer Vorlesung über elliptische Func- 



wx wx wx 



tionen gezeigt, wie sich die Functionen sin am — , cos am — , Jana — durch die 
trigonometrischen Reihen 

(1.) #(*) = ^(-l)V\e**, 

(2.) v (x) = 2i(_l)^ + ö 1 8 i„ (2s + l)x. 

wo e = e~ T , i = ]/( — 1) gesetzt ist, ausdrücken lassen, insofern r eine positive 
reelle Grosse ist« Es lässt sich aber zeigen, dass dieses r auf eine ganz bestimmte 
Art von den beiden complementären elliptischen Quadranten abhangt; und 
ausserdem lässt sich leicht aus den Eigenschaften der Function & beweisen , dass 
der Logarithmus dieser Function das bestimmte Integral einer elliptischen Func- 
tion erster Gattung ist Wenn man die Eisenst einsehe Methode durch die hierzu 
dienende Betrachtung ergänzt, so ist man im Stande , die gesammte Theorie der 
elliptischen Functionen aus den Eigenschaften der Function & abzuleiten; wie es 
aus dem Folgenden erhellen wird. 

Ehe ich aber hiermit beginne, wird es gut sein, mit wenigen Worten die 
Fundamental-Eigenschaften von & zu berühren. 

Wenn man zwei Reihen von der Form (1) mit einander multiplicirt und 
der Einfachheit wegen x und y beide um \tc vermehrt, so erhält man: 



(3.) #(* + \*)&(y + Jtt) = 2^ £j^*- e* 9 ** 4 ». 

Das allgemeine Glied £***. ip (t **r) lässt sich, wenn man s — p + q, t = p — q 
setzt, wodurch s*-jrt? = 2(^ a 4-y 2 ) wird, auch folgen dermassen schreiben: 
£ ^2) t ^»trW(^ un j d a s un d t$ f a ]g|i c h auch s + t und s—t, alle ganzen 

Zahlenwerthe von — cd bis + » durchlaufen, so müssen p = \(s + t) und 
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q = \(s — /) in denjenigen Gliedern der Doppelsumme (3), in denen s und t 
gleichzeitig grade oder ungrade, wo also s+t und s — t stets grade sind, alle 
ganzen Zahlen von — oo bis + od , in dem andern Theile dagegen alle Zahlen 
von der Form n + \ durchlaufen; wo n der Reihe nach alle ganzen Zahlet} von 
— od bis + cd vorstellt. Man kann also, wenn m und n zwei ganze Zahlen sind, 
die Gleichung (3) auch folgendermassep schreiben : 



m mssm 



tKx+j*)#(y+!7r) = r 2 jf'+'V^ 4 *^» 



M— +• 



2 2 e*K"* «) V 0" + *)'} . A"+ l>«wH<-+i )«'(*-'') 



ss 2 «*"'. e* >Hß + r) . 2 e*"* . e lmH *~^ 



+2 Ä u+ if.e<* H - 1) ' ,/t +'K2 . X-**)*. e<*~»M*-r>. 
Setzt man also : 

(4.) ££*•". «*"*=*(*), 

so ist: 

und man hat, wegen i(x+y) -+■ j(sr — jr) ss 2tx, die Gleichung 

(6.) tfx+\x)d{y+\K) = Z (*+y) z (ar-y)+e.e , - z (a?+y+ir) z (a}— y+ir). 

Setzt man ferner: 

(6.) i;(ar) rs — ife. e*&(a: -*- JiV) , 

so ist: 

v (x) = — »fe. «"2 (— ly.e»'. e*"*- r s — £(— l)'.e(' + »)\e< , ~ , > i - 

oder, wenn man in der zweiten Reihe s+l statt s schreibt: 

„(*)=? j |(- ])\«(*"*) , .e<* +, > te _£(_l)<. ,("*)'. tr***» j 



"\ 
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welches genau die Reihe (2; ist. Man hat also, da in (1) der imaginäre Theil 
verschwindet : 

' .OB 

&(<t) = 2( — 1)'. /. cos 2 sx ; 

(7) 

t)(x) ss 2.2(— 1)\ i (^W , .«in(2»+ 1)* 

Hieraus folgt unmittelbar: 

#( — x) ss #(x) ; &(x+n) ss #(*) ; &(ic— x) ss #(a?); 
( 8 >) {>?( — *) = — 1?(^) ; i?(a?+w) ss— ,(ar) ; 17 (ir— x) ss „ (*) ; 

&(x+2ir)= &(x) ; ^(aH-2ir)ss ,(a;) ; j?(0)=s0 ; #(0)>0. 

Aus (1) folgt: 

&(x+rr) s= 3?(-l)'. /.«""-■•' = 2(-l)'. ««*♦*. e**. 



Diese Reihe ändert sich nicht, wenn man * — 1 statt s schreibt. Dadurch 
wird der Exponent von < zu (s — l)(s+l) =s (s* — 1), und man erhält: 

(9.) <K* -t- ir) =s - j. 4*». &(x). 

Auf dieselbe Art erhält man 

(10.) v (x + ir) s= _ j. e-*. v (x) , 

(11.) ,(«+WaV.«(x) ; ^« + iir)s=T-.rf-*.,(*X 

V« V« 

Aus (9, 10 u. 11) folgt: 

fl(l«)=T-*( > ? i7(iV)«0 ; ij(l« + *V)=sr.ij(iir); 
(12.) { V < 

<Xjir) = ? ^(^) = -7.tK0); <K|*- + ir) =s i *(!*)• 

Der Gleichung (5) kann man, wenn man'jTt statt r schreibt, folgende 
Form geben : 

#(* + $*, !r)#(y+iflr f .Jr) = #(a? + y-*-|ir , r) #(x — /+jtt f r) 
H- ]/***"&(? -f- y -+■ Jor -f- |*V , r)#{a; — y ■*• |ir-f- \ir , r) 

oder wegen (11.), da ^^M*^**) = *"* = - *** ist, die Form 
#(x + }rc , }r)#(y -f-Jir, Jr) = &(x + y + tir , r)&(x — y + Jir ,r) 

H-i?(a? + y + J* ,r)ij(x — y + $*,r) 

25* 
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oder endlich, wenn man 0(z) statt &(z , \r) schreibt, x in \r + x verwandelt 
und in der hierdurch erhaltenen Gleichung nachher x mit y vertauscht, die Form 

(13.) 0(x)0 (y + jtt) = &(x + y)H*-y) + n{x +y)v(x - y) \ 

(14.) 0(y)0(x + Jir) = &(x + y)&(x — y) — v(x + y)l(x — y) . 

Lässt man hier x um Jtt wachsen, so erhält man; 
(15.) 0(x)0(y) = &(x+Y + \it)&(x— y + }*) — i3(x+y-jrl<it)y(x— y+fcr)> 

(16.) 0(x+fc) 0(y+fa) = &ix^+ln)&(x--y+br) + v(x +y+bt) n (x — y+Jrc). 

Aus (13) (14) folgt, addendo und subtrahendo: 
(17.) 2&(x + y)&(x — y) = 0(x)0(y + ln) + 0(y)0(x + in)i 
(18.) 2v(x + y)v(x-y) =Ö(x)% + b)- 0(y)0(x + \<x) . 

Eben so aus (15, 16) 
(19.) 2&(x + y + tir)&(x— y + l*) = 0(x + i*)0(y + \n) + 0(x)0(y); 
(20.) 2i?(x+y +W)v(x -y + \*) = 0(x + \«)0(y + \ic)— e(x)eQy). 

Aus (13, 15, 16) folgt noch, wenn man x = y = setzt: 
(21.) (9(0) (Jtt) = #>(0) ; Ö»(0) = #*(**) - *' (fr) j <F(fr) = #VM-**(j*). 

Setzt man in (20) y = und multiplicirt die beiden so erhaltenen Glei- 
chungen mit einander, so ergiebt sich 

(22.) 4^H^ + J^)^H^ + J^)-^(^)^C^ + ^)-^ l (0) öa (^)- 

Eine andere Gruppe von Gleichungen erhält mau, wenn man in (13 und 
14) gleichzeitig x und y um \ir vermehrt; wodurch x-f-y um £ ir wächst, x — y 
dagegen ungeändert bleibt. Dadurch wird: 

&(x+y+\ir) = i-e- l ™ v (x+y) ; v (x+y + ^rr) = t- *"<«•*»* (x + y). 

Andrerseits erhält man 0(x) aus #(#), wenn man r in £r, also e m]/e ver- 
wandelt. Setzt man daher y(gc) = 9 C^iJO* so geht die Gleichung 

&(x+\ir) — — r-*;0r) , 

wenn man überall r in £r, also £ in ]/e verwandelt, in 

tf(x+I^)=^ y (x) 

V« 

über. Man erhält also aus (13): 

r — y(^)y(>+^)=— r— |i?(* + y)*(*-y)+#(* + y)iK*-jO!> 
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oder, da er\™ = — i ist und für (14) das Entsprechende gilt: 

(23.) y(x)y(j+h«) = y(a;+y)&(x — y) + &(x+y) n (x--y)-, 
(24.) y(y)ytx + \*) = ti(x + y)&(a;—y) — &(x+y) n (x — y). 

Hieraus folgt, addendo und subtrahendo: 

(25.) 2*7(0? + y)#(x — y) = y(ip)y(y-f-5w)-*-y(3r)y(a? + ^); 
(26.) 2&(x+y) v (a; — y) = y(x)y(y + jir) — y(y)y(a? + |*)- 

Setzt man hierin y = 0, so erhält man, (da die Gleichungen (8) offenbar 
auch für die Functionen f y gelten), wenn man noch nachher x um \ic vermehrt: 

(27.) 2y(x)&(x) =y(^)y(cc) ; 2tf(a? + !*)#(* + i*) — y(i*0 ?(*+«*)• 
Setzt man den hieraus sich ergebenden Werth y a (J?r)y 3 (a? + J^r) von 
4 tf*(a? + Jtt) # a (x + J7r) in (22), so hat man : 

2 (**)0 2 (x + Jtt) - ^(0)^(x) s ^ft*)/(x + J») , 

oder wenn man r in 2r verwandelt: 

(28.) ^ 2 (57r)^(or + i7r)-^(0)^(a;) = ^(iir)??V + **)- 
Hieraus folgt für x = : 

»*(.*) ==#'((>) + *<(J,r), also J^ )+ £gL „1. 
Setzt man daher 

Es sei jetzt 

(») V(£)-'^&P = *(*); 

cm.) V**^ -/(*>., 

so folgt aus (28 und 29) : 
<*i \ _ 7j< *'(*•*•**) _ *LW **(» •*-! "> _ *«<»)_■_ gHfr) *'«>) >?' («-H 

= Ä n + A^.p 9 > 2 (x) = ^ + A 2 9 ) , (9') = l— A'[l - g> a (x)], odert 
(IV.) /(*) = J/[l~^(l -9>V))]. 



I») 
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Verwandelt man x in x + £tt, so folgt aus (III): ^h! ^ + 1 ^ =/(a;+fr) =ßZ\ 

und aus (II) g)(x+j7r) = - KW*<« + 1*) = _ ^ V*>^y^^T)=-7<Jr; 
endlich aus (I) aj>(x -*• J«) == Jv^ji und man hat 

(v.) *K« + i*)-5fg ; 9(* + i*)- = 7gp ; /(*+**) = /|j. 

Eben so folgt aus (I, (0, III): 

4(0=0, ,m-y<j)-^-V(H)4 / <$)- 1 .~ 

und man hat: 

oj,(0) = ; 9>(0) = 1 ; /(0) = 1 ; #(ir) = #(0 + *) = #(0); 

m v , T (— *) ■=—*[>(*) ; y (— *) — 9>(«) J /(— *) =/(*) ; 

f ip(jir) = l ; g)(i«) = ; /($*) = Ar'. 
Verwandelt man nun x in x+£ir, so folgt aus (IV): 

=^VL/V) + #^(*)J ; mithin 1=/W + AVP(*) 

oder /*(x) = 1 — Zr 2 a|; 2 (x). Wenn man Dies mit (IV) vergleicht, so erhält 
man : 

(VII.) y(x) = l-oJ> 2 (x) ; r(x) = l-k 2 i\>'(x). 

Man kann also die drei Quotienten (I, (II, III) durch den einen ifj(a?) ausdrük- 
ken, und es genügt daher, die Natur des \[> zu erforschen. 

In (25) sind x und y zwei von einander unabhängige Veränderliche, und 
ao ±y ist eine Function von beiden :. also, wenn eine von ihnen constant wird, 
nur von der andern abhängig. Wird daher z. B. y constant, so geht 8(a?±j) 
in 8 a? über. Wenn man nun (25) nach y differentiirt, so erhält man 

oder, da 8y = ö(j + J^) = 9(a? + y) = — 8(a? — y) ist: 

7 (*)/(/ +i*)+y(*+l«)y'(r) = 2{#(x — ^)»?'(arH-y)— »?(a;-l-y)#'(x— /)(. 
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Setzt man hierin y = 0, so geht ö(x + y) in -^- und 8(x __ y) in -g— 

über und man hat : 

y(x)y(\ic) + y'(0)y(x + \«) — 2\&(x)v'(x) — ri(x)&'(x)\. 

Nun ist 9 (o?) eine Reihe, deren sämmtliche Glieder mit Sinus ungrader 
Mullipla von x multiplicirt sind : es haben also sämmtliche Glieder von <p'(x) 
Cosinus ungrader Multipla von x zu Factoren; mithin ist cp^Jir) = 0, dagegen 
<p'(0) von Null verschieden. Auf dieselbe Art zeigt sich die Richtigkeit der 
Gleichungen 

(30.) y'Gir) = ; n'(W) = Q > y"(0) - ; i?"<0) = ; etc. 

Die letzte Gleichung reducirt sich dadurch auf 

(31.) y'(0)y(* + in) = 2[»{x)n'{y) - n{x)»'(x)} . 

was man auch folgendermaassen schreiben kann : . 

y / (0)y(* + H = 2^V)£|^ ) | 

Wegen (27) ist aber: 

y(x +\n) = ^ , 

folglich hat man : 

ALL n<*)\ _ i_ £<2> i//*\ 1//A *(» + ** ) V* *(*+i«) 

d. h. wegen (I, II, III) : 

(VIII.) ^(») = J -2g 9 (.)/(«).. 
Setzt man also i|j(x) = <\ so hat man, wegen (VII): 

woraus sich durch Integration , da gleichzeitig v = 0, x = ist, 

X _ /(0) c^ ]/(l - ^)W1 -*V) - /(0) J, 9(x)/(x) 
ergiebt. Setzt man bierin x = Jtt, so wird *> = 1 und man hat, wenn man noch 



( ,x ) J Q v(i - ü»))/(i - **»*) — *" > 4 va - OK»- w> — 



9 t0 



setzt : 
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~7W'* W ' a,so TW " » ; fo, P ldl I$t: 

Aus der Gleichung if>*(x) + g>*(a?) folgt, dass man if>(x) = sin (9 setzen 
darf: wo 6 eine noch zu bestimmende Function von x ist. Dann hat man, wegen 
(VIII): 

-<p(x)/(x) = cosö., g^, woraus sich ergiebt: 

tt 8 cos fl. 8g 8fl 

* * & K(l--sin*0).j/(l-**sin*'0) " J/(l-**sin«0) » 

folglich : 

W TT -7 Va — **sin*ö)» woip(o:) = sinö ist. 



o 

loa; 



Bezeichnet man das Integral — mit F(ß) und die umgekehrte Function 

von Fmit^, so ist ö = ^( — 1. Jacobi bezeichnet j£ durch die Anfangs- 
buchstaben des Wortes: „amplitudo ', indem die obere Grenze (Amplitude), 

%DX WX 

eines Integrals ist. Nach ihm ist = am ~T"> mithin ^(a;) = sinfl = sin am — * 
und die Gleichungen (I, II, III) geben 

(X,,.) W= = „.i^Ö .. 

wo Jamu die Wurzel p (l — & 2 sin f am — 1 bezeichnet. Aus (ff) folgt noch: 

m jr Ä wx wx . toa? 

— s — = 80 = — ^am — , oder, wenn man — = u setzt: 
ox n n 7 n 

(XIII.) ~~8iT "* ^ ama * 

woraus sich Folgendes ergiebt: 

8 sin am u gcoianm 

— g = cosamuz/aouz ; — ^ = — sinamu/famu; 

(XIV) { a , 

8tt = — Ar sinam u .cos am u . 
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Setzt man nun allgemein J f(?) &*> = -^X<*)* wo/(p) eine Function be- 

o 
teichnet, die sich nicht ändert , wenn v in — p verwandelt wird, so hat man: 

Fir-a) »/~/® » - -fA?)* = - JF(o). 



Hieraus zeigt sich , dass auch , wenn /(p) = { (1 — p*) (1 — &V) ( ist, JF( <-• a) 

MM 

= — F(a) sein muss, Setzt man daher a = il>(y ), so erhält man : F(a) = — 9 
also F( — a) = — F(a) = — -~ f oder, wenn d> die umgekehrte Function vou 

JP ist: — a = ( — -—). Es ist aber a = sin am ^7 9 mithin ist — sinam -^7 4> 
äs tf>f— — ) = sinj— am— j; ausserdem ist 0(a) = sin am*/, also tf>(— -^l 
= sin am (-22), mithin ist sinam(-^) - sinj-am^j , folglich: 
(XV.) am (— u) = — am u. 

Zur Bestimmung der Constanten #(0), #(j7r), tf(|*0 differentiire man 
die Gleichungen (27) und setze nachher x = 0. Dies giebt 

y(i*)y(0) = 2#(0)„'(0). 

Setzt man darauf in der ersten der Gleichungen (27) selbst, x = \it, so erhält man 

und dividirt man hierdurch die vorige Gleichung , so wird 

j/(0) t»(0)»?'(0) 

Dividirt man endlich diese Gleichung durch die erste der Formeln (21), so wird 

Nun sind r\ y & dieselben Functionen von «*, wie cp, von «. Bezeichnet 
man also den Quotienten (32) links mit /"(«), so erhält man aus (32): /(§)=/**(§•), 
und setzt man hierin a* statt «:/(«*) = ./(«*) * a ' s °y( € ) = /(«*)» u.s.w. Allge- 
mein muss also, für jede noch so grosse Zahl n, 

/(O =/(«a 

sein« Nun ist aber 9 » e~ T , wo r positiv und reell ist: also ist « ein positiver 
echter Bruch, und es nähert sich demnach, wenn man n ins Unendliche wachsen 
lässt, «'" sehr stark der Null und es ist; 
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/(•)=/(0). 
Aus (7) folgt nun : 

tl(x) = 2^ / «.sina?-—2. p« 9 .sin3a?-+- 

^(x)=2.|/«.coso?— 2.3.«f/c 4 cos3x + 

#(#) = 1 — 2i.cos2x + 2« 4 cüs4a: — f also 

^(0) = 2j^-3«*+5« T ~ j =2K«|l-3 8 *+5 e «~ } 

9 IS 

„( i or)=2{Ve+««+« T + }=2ft {+«'+««+ } 

#(0)=rl-28 + 2« 4 -2,»-*. ; #(Jir) = l+2« + 2e 4 + 2e 9 +.. 

mithin : 

,, x ^(0) _ 2^{l-3«»-i- 1 1 

m — &(0)&{\n)q<ln) ^ a {lH-«*-f-«*-t-...|' {1-2.+ j {l-l-2«+ ] 

l_3«*^-6«•-7« , »■ 



• • • • . 



}H- «*-*-«• 4- jjl-2«-t- J{l-*-2e-+- ( * 

Lässt man hierin e der Null sich nähern , so ergiebt sich /(0) = 1« Wir sahen 
aber, dass für jedes beliebige < : flO) =/(«) ist; folglich hat/(s) den constanten 
Werth 1 und es folgt aus (32) : 

Hiernach ergiebt sich aus (21), wenn man für 0(O).0(Jtt) seinen Werth 
^(0) setzt: 

und man erhält: 

(34.) »Cj*) = V= ; H0) = V(~) i ,<J*) = Kir). 

Durch diese Ausdrücke reduciren sich die Gleichungen (12) auf: 

*(j,»=o ; *(<>)=-7-V(t) ; »<i* +«»— r Vs- 

Selzt man jetzt 
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•in am — co* tii~Jtn — £ — +- tin am — - cot am — — Jim — 
J l-JPtitfam^am'am^ 

so hat man , wegen (X, XI, XII) : 

jjy n _ k\&(m) &( 9 ) &(y) -*~ «&' »(y) * *(«) \ 

""*' ^■(ir)* a (f) , -V , Cr)fl , (jr) 

Hierin ist, wegen (27): 

«(«)*(«) =|yfl«)y(x) ; 

«(r)*Cr) = iy(i*)y(y) : 

*;(y + ?*)#(/ + |tt) = iy(i*)y(y + «O, 
ij (a? + 1 k)&(x + } w) = ly(\*)y (* + |*); 

also ist der Ausdruck im Zähler von JF(x, y) gleich 

|y"(l*) lr( x )y(y + **)+y(y)y(* + 4*)l » 

und Dies ist, wegen (25), gleich 

(N.) Vf (| *) q (x + r ) & (x - y). 

Für den Nenner folgt, wenn man y — setzt, aus (17, 18): 

(&.) 2#"(a0 = 0(\k)8(x) + 0(O)0(* + 1*); 

2^(r) = «(J*)«(y) + '<©)*(/ + **); 
(„.) 2,'0r) s 0(l*)0(«) + 0(O)0(* + Jw), 

VOO = *ö*)*(r) - *GD«(r +»*)• 

Hieraus folgt, multiplicando : 

4^x)*»(y) = *"(l«)0(«)0(y) + *(O)0(« + \it)$(y+\«) 

+ *(0)*(|w) |«(r)Ö(x + }*) + 6(*)0 (y +\*)\ 

4V(«)v'(r) = * , (j*)*(*)*0r) + Ö»(0) 0(^ + ^)0(7 + ^) 

-*(0)*a*)j*(y)^(* + |ir) + *(*)*(rH-l*)|, 
mithin ist: 
4[n«)^(y)~^)'2 , (y)]=2tf(0)tfaTr)[tf( r )ö( a? + | ff ) + <?(y)ö( a ; + }ir)]. 
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Der Ausdruck rechte ist, wegen, (17), gleich 40(O)0(}«)d{x+y)#(<r--y); 
folglich ist der Nenner von F(jv, y) , wenn man noch erwägt, dass wegen (21) 
*(0)*<J*)ss^(0)ist: 

(36.) #' (*)#%) - tn*)tXy) = *'(<>) & (* + y) # (x - y). 

Aus (N.) und (36) folgt: 

vi \ _ t y*Q g ) *(—-*>*(—») *' <?a")^a>») g(« + ») 

*\**y) — k ' 2.#»(0)'#(*-*-y)#(*-y; ~ * ' #'(0) *^(*+y) ' 

, , V l(\n)&Qn) ff»(0) t>»(S«) y(\n)&(\n) &(\n) J_ . 
oaer, da k > ^, (0) ~ #»($»)>($*) #»(0) " i}Qri) " K* Ist: 

Man hat also : 

tin am — cot am — - zf am — - -f- tin am — - cot am — dum — 

(37.) sinam^ + y)^ 2 * " „ ' * 1. 



» * 



Dividirt man (36) durch # 9 (x).# 3 (y), so erhält man 

*(«- *-y):*(«-t) 1 L »?'(*) g'(y) | 

#*(*).#*<y) " #'(0) l 1 — #*(*) '<?*(y)l ' 

folglich. da|g==y*.sinam^ , ^ => / Ä .sin.m^ U nd^0) = l/(^) ist: 
(38.) a«c0.*'(y) *£' l 1 - *• mwa IT wn "" « ! • 

Setzt man in (36) x-h\ir statt x, so erhält man 

(39.) , , (x)^(y)-^*V( r ) = *>(0)„(*+y)«(*-y). 
oder 

Aus (38 und 40) folgt , dividendo : 

m m tin 1 am tin* am —2 

(41.) sinam-(x + y)«inam-(g-y):= * „ * 

• * 1 — A> nn'am — sin' am — 

ii n 

Aus der Formel (37) konnte man vermöge der Gleichungen 
cos 1 am = 1 — sin 1 am und d**m =1 — A: 1 sin* am, 



\ 



10. Krutemarck, sur Theorie der tüiptUchen Functionen. 201 

leicht den Werth von cos am (u + p) und J*»m(u+e) ableiten. Da aber die hier- 
zu nothige Rechnung weitliiuftig und nicht elegant ist , wird es besser sein , auch 
diese Formeln dt'rect abzuleiten ; was sich auf eine einfache Weise vermöge der 
obigen Formeln thun lässt. Zunächst erhält man, wenn man zwei Gleichungen 
von der Form (28) mit einander multiplicirt : 

'»•(i*)^« + \^h 9 (ß + Jt) = &*Qx)&* (a + J«)*»(/3 + \n')+&*(P)&*(a)d'(ß) 

— #*(0) #*($*) [#»(«)#* (£+**) + &*(a+i>x)d*(ß)] 

=s 0*(\*)O*(a+\*)d*(ß+l*) ± 2#»(0)#<Jir)#(a)#(/?)#(a+Jir)#(/?+|ff) 

+ #*(0)#«(a)#*(/S) — &*(P)&*($Tc)[&*(a)&*(ß+i'it) 

±2&(a)&(ß+\it)&(.ß)&(a+lic)+&*(a+i'it)&*(ß)] 
oder: 

(42.) ,« ( j *V (o + J ir) V CS + J *) = {{r* (jTr) & (a + Jtt) &(ß + J«) 

± # 2 (0) & (a) *(/8)]* - #'(<>) #*(|ir) {& (a) &(ß + Jrc) 
db{r(P)&(a + \x)f. 

Aus den Formeln (35) (#),(>?) folgt nun: 

und hieraus, durch Verwandlung von x % y resp. in a? + |flr, y + |tt: 
#(*+**) * (y+ |*) = J |/[0(jir) %+}^r)+ 0(O)0(x)] . |/[0(j tt)0 (y+jTt) + 0(0) 0(y)]. 

Das Product beider Ausdrücke ist : 

$V{*(}*)*(*)*(y)+no)0(a>^ 

xy{^$w)0Or+}ir)%+lir)+P(O)0(^^ 
=i> / i[^(l'r)+^(0)]<?(*)Ö(r)ö(x + j7r)Ä( y + } W ) 

+ Ö(0)tf(i«)[Ö 1 (0) + Ö J (l«:)][(9(a ? )%+} W )+tf( r )«(x+ J ir)] 
X [0(x)%) + 6(x+i-x)6(y +|*)]J , 

oder, wenn man der Reihe nach die Formeln (15 u. 16; 17, 15 u. 16; 13 u. 14; 
15 u. 16) berücksichtigt: 
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=iVi[ö , (}*)+^(0)][^V+r+J'r)i> , (x--7+} W )-- 17 «(x+y+Jir)^(*- y +}ic)] 
-1-2 P(0) P (j*r) &*(x+y) *\x - Y ) 

+2Ö»(0)tf , (jir)[^ , (*+y+|«)d a (a7— y-t-j^+^Car+y+l^^x—y+jTr)] 
+ 46(0)0Q*)[P(0)+P(l„)]&(x+y)d'(x-y)&(x+y+\n)&(x—y+fr)\ 

= \V\[P(fl) + PCtf)}*^* + y + \n)d\x- y + \*) 

- [^(0) - P(i*)fiKx+y+ \n) „V-y +{«)+2no) n*«)^«+y) #*(*-*) 

+2<?(0)tf(i W )[ö»(0)+^(|»)]*(x+ r )d( a? -y)*( a? + < y+{«)^(x- 7 +i„)|. 
Wegen (21) ist aber P (\ «) -+- P (0) = 2 # J (}*) , 

Ö*(J«) - Ö»(0) = - 2^(**) und 20(0)0(1«) = 2#'(0), 
folglich ist unser Ausdruck ; 

= \V\4& 4 (\it)& t (x + y + Jir)y(x — y + \ic)+ 4&*{0)&\x + y) # a (x — y) 

+ &d>(\it)& i (Q)&(a: + y + i«)&(x — y + |*r)#(x + y)&(x — y) 

ss J V|[2^(j«)*(x + y + \<x)&(x — y + f*) 4-2 *»(<»)*(« 4-y)#(a: — y)]* 

- 4 V(j «)>»'(* 4- y 4- $*)>?*(* - y 4- Jjr)|. 

Setzt man aber in (42) <x = x 4- y , ß = x — y, so ist: 

W{\it)if(x 4- y 4- irfifix — y 4- |«r) 

= [2^ß*)^(a?+y +!*)*(*— y4-i*)+2tf , (0)#(tf4-y)#(x— y)]* 

— 4# , (0)tf a (|«)[>(x + y) #(x — y 4- j») 4- #(a? — y *(* 4-y 4- }*)]* , 

mitbin ist: 

(43.) 2&(x)&(y)&(x+\«)&{y + \ic) 

es «K0)#(|ir)|>(a; 4-y)#(* — y +|w) + &(x — y)#(a; + y + }*)]. 

Vergrössert man hier x und y je um J/V, so erhält man, wegen (10) u. (9): 

&(x+{iTj&(y+iir)&(x+iic+liT)&(y+tx+lir) 

Die Seite rechts giebt 

- ^^j^.le- vl '^ ) &(x^^)&(x-yMir)+e^ i *^^^ & (a ! - y)*(x+y+J«r)] 

= -^[*(aj + y)*(a?-y + {ir)-^(x-y)^(a; + y + lir)]«^*^> ; 
man hat also: 



\ 
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(44.) 2v(x)v(y)y(x + \Tr)y(y + in) 

Setzt man nun 

A wm A wy . . . ww . wy w» w$ 

d*m —dum — — A* sin am — »inam— eoiam- -ceitiii— 

F(x,y) — 



I — Ar tili «m — im 1 «ra- 
st 31 



so ist 



mithin 9 wegen (43, 44 und 36): 



10 



oder: /■(*, y) — Jam-(ar + j) 

Man hat also: 



(45.) Jam^(x-hy) = 



zl am— -Jana — — Ar sin am — sinam-^cofam — -cot am —• 

— ~ « ü * 

ww . ,_«y 



» n % « 



1 — **»iii'«m — ri*aa a 

Endlich folgt poch aus (28) : 

(46.) *«(Jir) # l (a + J *) &*(ß + 1 w) 

= (V(0) #(«)*(#=*= ^(iw)«j(a+l*)^(/J+J*)] a 

+ ^ir)^(O)C«(a)*i09 + 4«) =F ^«'(a + 4*)]" 
und aus (35) (#) , (»?) : 

*(* + 4*)9(y + l«r) = J V[ö(Jw)tf(a; + Jir) - 0(0)0 (*)] 

xyp(i*)#(y + i*)-«<0)*(y)] 

Das Product dieser beiden Ausdrücke ist : 

JVWiT)^x + 5w)tf(r+J*) + Ö«(0)tf(*)d(y)-tf(0)tf(i*)[tf(x)tf( y + lir) 

+ *(0)«a*)P(*)«(r+»«)+«(r)*(*+l*)]} 



204 10. Krutemarck, mr Theorie der elliptischen F\metümem. 

- 2P{O)P(in)[P(x + \*)0 t (y + iic) + P(a;)P(y)) 

+ 0(0) 6(\«)[PQ«) - 0>(O)] [B{x)$ (y + **) + $ (y)0(a: + |ir)] 

X[0(s + j w )0(y + j7r)-0(x)0(y)]| 

+ n( x +y +Jf)>? 2 (* — y 4- 1«)] 

= ^|[^(l*) + ^(0)] 1 ^( a; + r + Jir)^( a? --y + J'r)--[ö a (l'r)-^(0)]' 
X *V +7 + J*)^(* - j + |ir) - 20»(O) 0*(|ir) #'(x + y)& % (* - y) 
+ 40(O)0(|7r) [*»(«*)- eWJJdix+yWpc-yyiGc+y +Jir)„(x-y+ j*e)J 



— 4# 4 (0)#\x4y)# , (x-y)+8*\l7r)# , (0)^ 

= iV|4* 4 (|«)^(af + y + |*)0»(* — y -+- Jir) 

- [2u*aw),(x + y + \ v )n{x - y + k) - 2# a (0)#(* + y)#Oc-y)]*| 

Aus (46) folgt aber, wenn man a = x -l-y, /? = a? — y setzt: 

4 ff 4 ($Tr)0»(x +_y + \nt) {r*(x — y + |ir) 

= IV (|«0*(x + y + W)v(* - y + 5*) - 2^'(0) #(*+ y)#(x - y)]* 
+ 4u»(|ic)^(0)[*(*+ j y),(*- y +|«) + #(*-yh(* + y-t-ii0] a ; 

also ist; 

(47.) 2^(ar)*(y)i ? (x + |ir)^(y + jw) 
= flft*).#(0)[*(x+y),(*-y + |») + *(*— y),(x + y+|*)] 
Vergrössert man hier x und y um } n, so bat man auch: 

(48.) 2v(x)v(y)Hx + l*)&(y + \«) 
= 4(i«)*(0)[#(* +y) *(* — y +|jt) — &(x — y)n(x +y + \n)~\. 



V 
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Setzt man also 



F(x,y) = 



wx toy wx toy A wx * wy 

cot am — cos am sin am — tinao» — zfam — ^am — 

it n n n n n 



1 — Ä sin' am — im 1 am — 



woraus 



folgt, so hat man, wegen (47, 48 und 36): ' 

= cos am- (a; + y)> also 



(49.) cosam-(x+^) = 



wx wy wx m *y * ** + W9 

„. eoiam — cot am — — sin am — 010 am —=^7 am — ^am~ 

10 > ^ n n n nun 



1 — k % gin* am — ain'am — 

n n 



. Alle bisher erörterten Eigenschaften der Functionen &, tj sind von 
der individuellen Beschaffenheit des r unabhängig, und setzen nur voraus, dass 
7 positiv und reell sei. Nur die Grössenwerthe von w, w', k 9 k' hangen von r ab, 
und es erleiden also, wenn r einen andern Werth bekommt, zwar die Natur der 
Abhängigkeit des & f 17 von x eine Aenderung, keineswegs aber die, nur aus der 
Form dieser Reihen entnommenen Gleichungen. Umgekekehrt wird daher auch 
r eine Function von w, k sein; und die nächste Aufgabe ist, die Natur dieser 
Function 2u erforschen« 

Bekanntlich haben die trigonometrischen Functionen eine reelle Periode» 
und zwar einzig und allein in Bezug auf den Modul 2k; mithin haben auch die 
Functionen &(x), r i{x) eine reelle Periode , nur in Bezug auf 2tt. Hieraus folgt 
vermöge der Gleichungen (X, XI, XII), dass für eine beliebige ganze Zahl m 9 

(V)X \ WX /WX \ WX 

— +2mw) = sinam— ; cosaml — +2mwj =cosam — j 

a f w x ~ \ wx 

Ami — -+lmw) = zfam — , 

ist und dass also die drei elliptischen Functionen sin am u, cosamw, Jamu nur in 
Bezug auf den Modul 2to eine reelle Periode haben können, so lange sie sich 
auf den elliptischen Modul k beziehen. Diese Periodicität ist aber von, dem 
speciellen Werthe des r ganz unabhängig. Bezeichnet man daher durch 7' den 
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Werth, welchen r annimmt, wenn man A in A', also w in o>' verwandelt, so folgt, 
dass die einzige reelle Periode, welche die genannten drei Functionen für den 
elliptischen Modul A' haben, auf den Modul 2<v sich bezieht: d. h. das gleichzei- 
tige Bestehen der drei Gleichungen 

(v.) sin am (u + v x k') = sin am (1/1 A') ; cos am (u + v x k*) = cosam(w 1 A') ; 

z/am(*i + ^A') = ^f am(iii AO 

ist nur möglich, wenn e die Form z£=2j?ia>' bat. Der specielle Werth des u ist 
hierbei gleichgültig. v Setzt man daher u = 0, wodurch 

sinamu = , cos am u = z/amu =s 1 

wird, so kann man die erwähnte Eigenschaft auch so aussprechen: 

Das gleichzeitige Bestehen, der drei Gleichungen: 

(w.) sin am (^ k*) = , cos am (^ A') = 1 ; A am (?i A*) = 1 

u£ /iwr möglich, wenn e die Form ±2^«?' An/. 
Setzt man nun in (9) x + ir statt a?, so ergiebt sich : 

Das Entsprechende gilt von (10), und es ist: 

&{x + 2ir) = ^e #(*?); 

&(x + \ic+2ir) = ^e' iia &(x + ln) ; 



(50.) 



1 -4te 



^(a? + 2/r) = ^e i?(x) ; 



1 



-4i* 



i7(x + j9i + 2/r) = ^e "^(a: +*;*). 



Hieraus folgt, wenn man in (X, XI, XII) x um2/r vergrossert, dass in dem 
rechts befindlichen Quotienten Zähler und Nenner einen gemeinschaftlichen Fac- 
tor erhalten, sonst aber ungeändert bleiben. Man bat folglich ; 

/wx 2t«or ,\ /wx 7 \ /wx 2iwr ,\ /tex ,\ 

rinam(— + _.*) = smam(_Ä) . cosam (_ + _ r# ^ _ cosam(-*) 5 

. /IDX 2t1DT 7 \ . /wx 7 \ 

mithin für a?=s U: 

(2wir , . Ä /2wir ,\ . /2wix ,\ 

— ,AJ = ; cosam(— ,AJ = 1 : zfam(— ,£) = 1 . 
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Setzt man nun 

(/.) sin = i tang tf> , 

so wird 

80 t80 • t'8tf> 



J/(l-Jfc*sin*<X>) — 1/Ccos 1 #-*-*' sin* <£) — V(l-A'*sin»«>) ' 
mithin : 



/' 80 . £ * 8<D 

1/(1-** sin' 6) — y }/(l - *'* sin» 



*) 



/* 80 /* ö 80 

1/f 1 — *'* sin 2 tf>) ""* w> so * st / Kl — Jfc*sii 



**sin f 0) 
= in, also = am(w, A') ; = am(*f/, A) und man hat wegen (/): 

(51.) sin am (/u, k) = i tang am (u, k*) . 

Hieraus folgt cosam(ä/, Zr) = ]/[!+ tang'ara (u f V) = ;—-(^ ) \ 

Jatn w , Ar) = KL* + # tang'am (u, ArOj = coga!n(tf> ^ ^ , also : 

(52.) cosam (t'i/, Ä) = -, ttt : Jnm(iu, fc) = 7T~iä • 

*■ J v * ' cos am (u, k) * ** \ » ' coiam(«, Ar; 

Vermöge dieser Formeln folgt aus (r) 



cos am 

oder : 



flv>x 2A = ! 5 * tangam(~,A # ) = ; ^am(-^, &') — 1 , 



CO sam(?^, A') = 1 ; sinam^^ , Zr') = ; JmaQ^, k<) = 1 ; 

folglich kann p = — - nur die Form 2m w' haben, d. h. es muss r = m — sein. 
Weiter unten wird sich zeigen, dass rn = 1 sein muss. 
Aus (37) folgt nun 

/ r 2 sin am tt cos am t? z/am P 

sin am (u + *>) + sin am (u-v) = x _*. ,,„!„. ,,..„, 5 

. . 2sinamf cosamti^/amtt 

sinamCu-*-) p - sin am (u - c») = fZr^'iT^W . 

mitbin, mulliplicando: 

27* 
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. * / _ v . * / x 4rinamücoi«mtf^»int>.iinai!itf coftmtf//ainti 

sin am(u-f-p) — sin*am(u— p) = j\ — ttt* — ttt* — wi* 

N ' N ' (1 — AT guTamtf »in *am«) 

Hierin ist: 

8 / lin'amtt \ 

8tt Vi— A'ain'amtfgiii'amlf/ 

_ ( 1 — tSin^amPgi^amt t) 8 gin* am U -f- k? gin*am 9 §in\wU 8gin f amtt 
*"" (1 — ArSin'amügin'amtÖ^-Stf 

ö sin 1 amtt 



~" (1 — *W am «sin* am«)' 8* ' 

also hat man : 

ato'amCu+cO-sm'amCa-*) = SsinamPcosamPJainP^- j j _ ^."[^ J , 

folglich, wenn man p = — 9 u = — setzt und beide Seiten nach a> voft bis 
y integrirt: 



nnam-r comb t^wt am am — 

9 

am** 



(53.) -// i i n a «m-(*+a)-8in , «m-(x-a)}8a S = ^-f 

Setzt man nun 

(540 %$ = *<») > 

•o hat man : 

(55.) logj^J=/":(cx)8a ; £(-*) = -£(x) ; £(0) = , 

mithin ist: 



folglich : 

log 



lo e |S$I Ä 2 /* (a)8a > ,o ß i^ij - 2-.A<«> 8 « . 



i-^g^j - log^(0) + /7(a) öa+ /^(a) öa 
-2.A(a)8a-2.A(a)8a 



2/«a)»a-2/ r Ä«)»« 
o o 





oder, wegen (38); 

/ , ^£(a)8a+/*" f aa)8a-2^g(a)8a-2./ r £(a)8a 

CO 

= log \1 — A 3 sin 2 am— sin 2 am— ) . 
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Wenn man Dies nach x differentiirt, so erhält man rechts 

2 sin am — eosam — ^Jam — ••in s am —*- 



-ä».2. 



n 1 — A^am'tm — ain'am— 



n n 



und wegen (53), 

^ + y) + f(ar- r )-2f(ar) 

Ml f*y M) All 

= — Ä 2 -« e /{sinSro- (a? •+- a) - sin 1 am -(# — a)} 8 a 
Hieraus folgt durch Diflerenfation nachy: 

( fl .) r(*+r)- 4'(*-y> = -*" §i 8in,am l(*+r) - sin a am£(x - r )j 
Setzt man hierin y = x , so ergiebt sich : 

Est ist aber, wegen (54). «•) = ^W - ?f§ . •!*> £'(0) = £$> , folglich 
hat man, wenn man 2x = a setzt: 

Integriit man Dieses nach a, von bis x, und bezeichnet die Constante 

t»"<0) «* . .. .er .... 

^7qC — -; einstweilen mit—-, so erhalt man 



t r* 



(56.) £'(x) = -J*«&— a« - - • 

Setzt man bienn — = u 9 also x = — , so hat man : 

Jacobi bezeichnet das Integraly J*amH8u =y Jamudamu mit C(u), 
und Legendre mit £(ami/)> so dass: 

(58.) J*J*tmuhu =f*J (0)8 = £(k) = E(0) 



>e 



ist, indem *mu = 6 gesetzt worden. 
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Aus der Gleichung (i) folgt nun : 

hd_ _ id<l> . ft Jb(t>J\d) t09(l+Änaiiig»0) i84> l-*'»sm*fl> 

J(ö) — ~J(Öfö' a,so 9Ö ^W ~ J(<l>,k') ™ J{(p, U) = A<M0° «os** 

mithin durch Integration: 



/V,»e* -/*&*. 



also durch theilweises Integriren : 



/i^ M .«-,M»,« + fe£?»» 



4^*^+ J y <*££«» a*J, 



« .• { tang#J(#, k') +FW, *0-£(*, *') | » 
oder) nach der «7«coÄ/'schen Bezeichnung: 

(59.) C{iu,k) — ijtangam(u, k')Jam( Ui h') + u — C(u, k')\. 

"Wenn man nun Ar in Ä* verwandelt, so geht winw' über. Während daher 

«<«,*) = =4«)--.-. oder 4«. A)«*«^, *)+£»!. *** 

wo </ den Werth bezeichnet, welchen <r annimmt, wenn cv in a> 4 übergeht» 
Man hat demnach: 

«f.. m = i.fä. k)+ i, «.. *o = 5« (=?.*■) +£. 

mithin wegen (59): 

und wenn man Dieses nach « von bis u integrirt: 

_[,_?._^],„. +5 /^, ^ 
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Das erste Integral geht, wenn man ia statt a setzt, in -y £f -* 9 k\&<* 
über; setzt man also — statt u und — statt a, so ist dieses Integral 



»tvoe 



-=/•«•)•(=)-/"«<•)•■. 



und Dies ist, wegen (55), gleich log j #( ~ ~m j- Das letzte Integral wird, wenn 



wa 



man darin — statt a schreibt, gleich 

£f «.. *0a(£) = A«. *0». = log ggg « 

also hat man 

lc 6i?Mi 

r=log.oostm(-,4';-[l~--^j2^r + log^^- i yJ, 
und mithin : 

Nun folgt aus (XI), wenn man cp in a>' verwandelt: 



und wenn mau hierin — ; r statt x schreibt: 

w 



608 am (?'*') ^r 






Ausserdem ist #(o, Ar) =-^ ^(-^) ; #(o, &0 = y(^~); also hat man, wenn 

man, als Merkmal für die Beziehung auf den Modul k\ den Quotienten £ in &' und 
r in t verwandelt: 



,(J n* ,\wV 



(60.) »(,*,,) = ^-'fe.J/^gS +(*,,..). 
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Aus (58) folgt nun k*f sin* nmuBu = a— £(<*), und fflr irgend eine an- 

t 

dere obere Grenze^ wird kynn*9mu&u = ß— C(ß)> mithin hat man, sub- 

trabendo : 

tt.fsvBPmk üb u = ß — a — £(/?) -4- £(a) • 

t 

Hieraus folgt, wenn man u-hv statt u als Veränderliche einführt, wo e eine Con- 
stante bezeichnet: 

&.f ft ~"*in*Mn(u+e)$u=:ß~ a +<?(*) -## , 



also, wenn man «ap, /? = a> -*- 1> setzt: 

(a.) Ä , /"iiii , a«(a +o) 8u = <* + <S(<0 — £(» + p). 

kmfXv^f" /PwluBu folgt £(— o) = r^J^mxubu = — /* ^am f a»ii, 
• # • 

oder ÖC— o) = — C(p)b Verwandelt man also in (a) p in — v, so ergiebt sich 

(b). P.füPemtfi - p)8m = w - C(?) - £(*- *). 

t 

Wenn man (b) von (a) subtrahirt, so erhält man, wegen (53): 

,__ ginMD0cofamt)//aiiit).iiii 1 rat0 

(c.) 2l(ffl+ff»-p)-l(»+0 = 2fc a x^iin»,*»™».««, » 
und wenn man hierin e mit cv vertauscht, wodurch £(?— c*0 = — C(w— v) wird: 

Ä , . lin am t0 coiam t/7 ^ am t0 . iin* an o 

(d.) 2£(a>) -l(»—) -Ifr+P) = 2&' x _.^. ,.,.„, ,„.,.,„ 
Addirt man (c) zu (d), so ergiebt sich links 2 [£(?)+ £(«>) — ^(« , -*-^)]# 

und recht« 2 Ar sin am *> sin am* != ».*.■,*■—, ' 

welches, wegen (37), gleich 2 Zc 1 sin am »sin am p sin am (cp-*-^) ist. Man hat also, 
wenn man noch u statt «o schreibt : 

(61.) £(u) + £(p) —C{u •+- p) = A a sin am u sin am v sin am (m ■+■ p). 

Setzt man hierin p = o>, so verschwindet die Seite rechts, und man erhält: 

€ (a + «0 = £(u) + €(<*>) . 

Es bezeichne nun £ das Integraiy //(0)80=jE(am|) = ^(|). Dana 
ist: 
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Setzt man aber = & + n, so ergiebt sich 

mithin hat man £(o>) = £ und 

(62.) C(u + »)=C{u) + C. 

mw 

Aus (57) folgt nun, wenn man u s= a> setzt, - £(?r) = £(«>)— cr=:£— <r; 

aber wegen (54) ist £(*) = ö, folglich hat man er = £ Wir wollen die Be- 
zeichnung or beibehalten, und es wurde bewiesen , dass die in (60) vorkommende 

Constante er gleich dem bestimmten Integral JEu* , k) ist. 

Zur Bestimmung der Gonstanten ;7~ f ~ Z/~~ * hat Abel folgendes Verfahren 
angegeben. Man setze: 

(a.) /(*) = J/o;.J/(l + aO-(fl + xf * 5 

so wird : 

/(x)= | *" s Vtf +*)(«+xf 5 + IVxil^x^ia+x^-^yxyCl+xXa^vf^ 

Vx.V(l + *)(a + *)*r * i 

Der Ausdruck in der Klammer ist : 

1 3 

jte+^r + flay+^+cKr+a^) — j(a?+x*) 

11 3 

= — 2^ ö + x ^ + a2 + 2ao7 + a7 a +2 (1 — ö) — oo — x* 
1 3 

1 * 3 

= — j (a + xr + j a(l — ä) -~ (1— 2a) (o + <r); 

CitUrt Joornil f. d. M. Bd. XLVL Heft 3. 28 
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also erhält man : 

f/9\ fif ^ — * g(i-a) l-2g _ 1 1_ 

Integnrt man Dies nach x, von bis od , so erhält man wegen, (a) : 

f<^ _ \ V« V(l±£)| _ i VC 1 *») 1 I _ ft 

JW)- \y ia+x y a + x S m l/(i + _«Y 1/(1 + 2) V(a + x)[ ~ V ' 

Eben so ist /(0) = , also ist : 

f . ft _3 /" o(l-a)8j /*" (l-2a)8* 1 / *" rf* 

Setzt man nun 

(*.) / dx 

so ist offenbar 

und es folgt aus (y): 

8V + il M»fb * co -o 

8**Ma 1-alöa 4a(l-a)9 ) i — v * 

Es ist also <p k ein particuläres Integral der Differentialgleichung 

er\ 9 V 9 y /x * l l 

ist. 

Setzt man in (e) 1 — a statt a, so ergiebt sich, wegen 8(1 — d) = — 8 a: 

8rfT— + fc-rri| "ScT -""4aä->) '9>i(l-ö)-0. 

Es ist also, wenn man ^(1 — ö)mit cp 2 (a) bezeichnet, auch g>, ein particuläres 
Integral von (£). Aus den identischen Gleichungen 

^ + ^8a + y^ = ° und ^ + ^^? + ^^ = 
folgt aber durch Elimination von q\ 

\ *<p y 8cp,> 9Vj a*<jp 9 »( 9?, „ »Sil 
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folglich 1S t: — /> = 8 ,0 gJ9 ) »~8ä~ — ^"Ö^i' a,so ' 



8« /ö» 



8^ Öqp, _/>8« /fc"/^ c 

<*> 9» J 87-SPiöI = ^ y =" =0(1^0- 



Aus (tf, e) folgt, wenn man ax statt o; schreibt: 



«i(«)=-J» 



VxVCl + x^Cl+ax) 



0» 

y, (a) _ 1 /| 8« 

9 ° a *^J/;c(l+«)*|/(l+a)' 



g>i(l-«) = g> a (o)- Jj 



de 



Vx V(l •+- x) V(l + (1 — «)*) » 



Sy^C) 8^, (1 — q) ^ 1_ /^ 8x 

da " 8(1 — a) 1 — «/,*, ,. . .f..,. ~ ". 

•/, M(l + x)*ftl ■+• (1— a)x) 

und man erhält, wegen (n): 

/" 8* /•" 8; 

- « -. (i - ^^Ti^)V(r+(i- a )x) ^ Kx( 7~~i 



K(l + ai) 




d* 

V» V(l+ *) V 



r öx 

" (1+- *M V'x(l +x)V(l +(l-«)x) 



Zur Bestimmung von — c setze man a = 0. Dies giebt: 

>• l-i. 



_ r x 4 "'a> f m **'*$* 



~ Ai) AD - — <«*• 

Setzt man also noch a = h*, so ergiebt sich: 

Öx 



2*-^ -^ V a + xW+*^)^ cl - 



*)V(l+* ,, x) 



^r »* r ••_ 



Setzt man x = tang'd, so vird hieraus: 

28 
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2* 

= 4Pi Qg I CQg'flSg -4-ifr^l 8g / COB' fldfl 

2 a 2 *>{V(l-**sm*0)" 1 " 4 * 2'2~ 2*^V(1-A««n*6») 



APsitfÖ) 



to t/ 4io tt/ 410/^1* 

2* 2" ~ST 2 "*" 2« 
also erhält man 






i — /£«-t- z,*\ •???! o *'* •^ ^'^ 5 ?! ?£ * _ * !?1 1 

l ff -^+«)2,2"" z 2,2 + 2,2 + '2.2 B 2 , 2 + 2 , 2 2*2' ai8o: 

(63.) n+rrii 3 ^ •» oder 5-*v- 1=s ^- 

Hiernach ist der Exponent des e in (60) gleich -^- und man hat: 

(64.) *(**,r) = |/J .«=ff,(5£ + i*» *0* 

Aus (51) folgt noch : 

V* >*, t) - V*' ' V k ' v £!L+i„,t) ' 
also erhält man , wegen (64) : 

(65.) ,(.'•, r) = i]/% . ^- *(^. •) . 

Der Gleichung (64) kann man sich nun bedienen, um in der oben be- 
rührten Formel r = m -^~ den Werth der ganzen Zahl m zu finden. Setzt 

man nämlich x == 2r, so folgt aus (64), wegen r = m — - : 



*V* * 



»(Wr.r) - V5- "■"^"'»(a^? +1^) 
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Aber wegen (34) ist i?(|tf, r* j ■» y y — j f und aus (50) folgt, wenn man x ■» 

setzt: #(2/r, r) » 1^(0) ■■ *"* r ( )» a ^ so ergiebt sich, wenn man beide 

Theile durch ^(}7t, r*) dividirt: 

. T /|0 T >10 4»'— » 4m 1 . - 4t 4m , -4m» . 

« V5-V5'« ",oderl-e * -« " 

r 10 r to 



*rto' 



folglich ist (4m* — 4m) — « 0, also m — 1 «» 0, m = 1, und man findet 

genau : 

(66.) ,.=£. 

Aus (43.) lassen sich lefcht allgemein folgende Formeln ableiten: 



(67 ) i »( x+mir ) - i-irr-^^tfau 

\ >,(F + mir) - (-l)-e-* f -*^u(ar), 

und aus den Eigenschaften von ^,17 folgt, dass, wenn man 

(68.) mta -I; m'ico' • w(m 5 m') 

setzt und mit /eine der drei Functionen sin am, cos am, Jam bezeichnet: 

(69.) /{ u + 2£(m x m') \ -/(u) 

sein muss. 

Diese letzte Formel enthält das Princip der doppelten Periodicität der 
elliptischen Functionen erster Gattung. 

Auch die Theorie der Transformationen 9 so wie die Entwicklung der 
elliptischen Functionen in Reihen und Producte, lassen sich, wie schon aus meh- 
reren Abhandlungen von Jacobi zu ersehen ist, mit Hülfe der Reihen (#, 17) be- 
handeln. 

Die Transformation zweiter Orcfaung ist unmittelbar in den obigen For- 
meln enthalten» Setzt man nämlich: 

so folgt aus (28), wenn man darin r in \r verwandelt und darauf x «* setzt: 

V + V"-l. 

Ferner sei 



218 10. Krtismarck, *ar Theorie der elliptischen Functionen. 

so sind o, q', K, %' resp. die Werthe, welche die Grossen w, a>', k, k' annehmen, 
wenn man r in \r verwandelt. Die Gleichung, durch welche die Grössen q, X> in 
(t>, k ausgedruckt werden, die sogenannten Modular- Gleichungen, sind schon in 
den Formeln (21) enthalten. Daraus folgt nämlich : 

N ~~ P(\n) " «*Qik) -l- v*Qfv> "" i . Jute * 1 + ** 

Hieraus ergiebt sich: 

* ,- , 1-2* + *« 4* , .i , 

1 — r» = 1 — | . 2^ . y "" fX+T>* » inan ern *'* a ' so • 

(72.) X ' = rri ' x, ' = it*' 

Aus der letzten der Gleichungen (21) folgt noch , wenn man beide Seiten durch 
#*(J«)dividirt: 

&*(k") **($») 

Aber aus (VIII) folgt, wegen (23): 

mithin hat man, wenn man r in Jr verwandelt and mit ? den Werth bezeichnet» 
den alsdann \|;(x) = <? annimmt: 



f 



Setzt man hierin x = Jf t so wird die obere Grenze ip(j«, fr) = 1 und man 
hat, wegen (71): J* = gö%ö • a,so 



(73.) •(**)- V£. 

mithin ist 



£'38(555 " 5" l+ * ' also 13 -(!+*)*. 



Nun ist r = ~« Verwandelt man hierin r in \t, so gehen w\w resp. in q',q über 
und man erhält \r =» ~~r-* also ist: 
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•' 2 ^' A * 2 ft j u 

(74.) Q-d + A)«. j c '«f(l + *)«•'. 

Aus (1X:i|j) folgt, wenn man x in §r verwandelt und die Gleichung (74) 
berücksichtigt : 

WS 



Pf? | »'(*iJt) 8* , «4 



oder, wenn man ip(#, |r) = c*>, ^(sc> r) = «? setzt: 

Hier ist »-8tatm(^,x), » = «nam(^,^), d.h. 

p — Vk &(x) » |/t tf(*) r V Yk / «(*) • 

2 

"Wegen (27) ist aber y(x) = ~7rr\ j? (*)# 0*0» und wegen (13) hat man füry=0 

die Gleichung 6{x) = ^ (l v J# a (a?) •+■ r?(x)\ , mithin ist: 

~ Vk • ! . ., "■ * 

I + »in* tm — 



» 



oder: 

Diese Formel enthält die Transformation- zweiter Ordnung. 

Die Transformation /Her Ordnung wird folgende Form haben 
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Gelangt man durch dieselbe zu der Gleichung J 

und ausserdem durch die Transformation /j'ter Ordnung: 

(K s vr-. \ 4+AV+AV*+ + J,fV * 

zu der Gleichung 

C" BW f' 9V 

c ß -> J v(i - w*mi - ^» ip) = c - J m - 



F«)1/(l - tfF*) ' 

' ' "0 



so folgt aus (b), (B): 
w 



BW r f »t> 

und man gelangt zu dieser Gleichung durch die Substitution : 

A% + Al\l + ht9 + -M, M «,-l( + +"* t -\i+i §f ?+ -f-V-ltt-lt I . 

welches offenbar eine Substitution p.p'ter Ordnung ist. Hieraus folgt, dast sieb 
jede Transformation von einer graden Ordnung aus einer Transformation zwei- 
ter und einer Transformation ungraderOrdnung zusammensetzen lässt, und jede 

Transformation nter Ordnung, won eine ungrade ZM von der Form p m .p ./>"'" 

ist und p, p' f p" Primzahlen sind, aus Transformationen, deren Ordnungen 

Primzahlen sind. Von den Transformationen grader Ordnung ist also die ein- 
zige, welche man zu betrachten braucht, die durch die Gleichung (76) definirte, 
und von denen ungrader Ordnung hat man nur auf diejenigen Rücksicht zu 
nehmen, deren Ordnungen durch Primzahlen bestimmt werden. Die Trans* 
formation pttr Ordnung, wo p eine ungrade Primzahl ist, lässt sich ebenfalls aus 
den Eigenschaften der Functionen #, r t herleiten, und es wird zu diesem Zwecke 
nothig sein , die genannten Functionen in unendliche Producte zu verwandeln. 
Wir wollen statt dessen $ 

(77.) /(x) - h{\ - ?+W)JI{\ - *™*-«*) 

- JT[1 - 2 «*" f cos2* + «*< ™>] 
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setzen und a posteriori nachweisen, dass die aus der Entwickelung dieses Pro- 
ducts entstehende Reihe die Form C. &(x) hat, wo C eine noch zu bestimmende 
Constante bezeichnet. 

Aus (77) folgt, wenn man x um ir vergrössert , wegen: 

dass jeder Factor des ersten Products in den nächst folgenden und jeder Factor 
des zweiten Products in den nächst vorhergehenden übergeht. Die beiden er- 
sten Factoren werden zu 1 —£<?* und 1 — -e~ to . Man erhält also die neue 
Form der beiden Producte, wenn man im ersten den Factor 1 — e<F* weglässt, 
im zweiten den Factor 1 — ~^"" to hinzufügt, d. h. es isl: 

also ergiebt sich: 

(78 ) /(*) = - e e*»f(x + ir) . 

Aus (77) folgt nocb/( — x) =f(x)\ denn wenn man «in — a? verwan- 
delt, erfolgt weiter keine Aenderung, als dass die beiden Factoren mit einander 
vertauscht werden J ausserdem hat f(x) offenbar eine reelle Periode in Bezug 
auf den Modul 2«; man kann also setzen: 

f(x) = a 9 — 2a 1 cos2a? + 2a a cos4a? — 2a, cos 6 x + * 

oder: 

(a.) f(x) = o, — «,<?** + a^e 4 " - a,««* + 

- a l e~ v '+ afi^—a*-**-* ; 

Setzt man hierin x + ir statt x, so erhalt man, wegen (78): 

(b.) /(x) = - ««•*»{«, - a l tJ*+a t e 4 i*-aJJ m + 



3€T-+=^-3e— + > 



c 

*»* -*- 6 ^ gt + €9 e -.... 

Aus (a und b) folgt : 

Crelle'f Jonrnt. f. d. M. Bd. XLVI. Heft 3. 29 
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q x s a e ; a 2 » öjfi 3 ; a 9 -> a 3 e s ; also: 

£*i «s a d e ; a % c* ö d £ 4 ; o, *» ö f £* ; , und man hat demnach: 

(79.) f{x) = a \l -2ecos2:r + 2£ 4 cos4;r — 2 « 9 cos 6x-h | - "o^O*)- 

Vergrössert man hierin x um \ir, so folgt aus (77 und 79): 

ye-*ri(x) - n\\ _^^»]jf [1 -a v «T**] 

oder, da 1 — e°e 2! * = 1 — cos2x — i sin 2a: = 2. sin 2 a? — 2/sinarcosar 

2 
= 2sina?(sina; — /cosx) = T£~*.sina? ist: 

(80.) *(a;) = ~.//jl-2« w, cos2x + « a( ^- , >|; 

(81.) i,(x) es ?jL«sina; . ^|1 -2«*cos2a; + t*"|. 

Setzt man in der zweiten dieser Formeln x = 5*, so ergiebt sieb: 

(a.) S^« 1.7/(1 + «*)*. 
2K« °» • 

Setzt man ferner in (80) erst x = 0, dann x = Jtt, so erhält man: 

(b.) # (0) = ^/I(l - « w, ) a ; 

(c.) »Q*):-££(l-l-t M j a , 
und es findet sich, wenn man (a und b) durch (c) dividirt, wegen (34): 

w SV(Ä) = *<££)' « 

Dividirt man ferner (b) durch (a) und erwägt, dass ^ttz; = \ \Z) lst > so 
hält man : 

(88.) iW©-#k£). 

und wenn man Dies mit der zweiten der Gleichungen (82) multiplicirt ; 
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2k^ = |q-i)gn-*g-i») P 



wo im Zähler alle ungraden, im Nenner alle ganzen Zahlen als Exponenten des 
s vorkommen. Nun ist aber: 

(l+ejl 1 + «M 1+ «J — (i_ € )(l _«*)(!_ c ») • 



und bierin lassen sich, da im Zähler alle graden Potenzen, im Nenner alle gan- 
zen, also alle graden und ungraden Potenzen, vorkommen, die Factorcn des 
Nenners, welche grade Potenzen des < enthalten, gegen sämmtliche Factoren des 
Zählers aufheben. Man erhält demnach: 

Ki+i)(i+i i )(i+« Ä ) -r^ca-sKi- «vi -«*)...?' 

und die obige Gleichung reducirt sich auf 

(84.) 2*\^=://(l-«™)«. 



Wenn man (83) in den Cubus erhebt, so erhält man 

»•W<£) -?(££>". 

und wenn man hierdurch (84) dividirt : 

s 

* Vifc 
Hieraus folgt: i/(l ■+• s*')* ss •,— , , mithiu, wegen (a): 

V4 ]/(«*') 



as ^r!^_ f oder: 



Demnach folgt aus (80 und 81): 

XVL *(x) = VO j/(^)f {1 -2<™cos2* + a**"»l ; 



XVU. *(*)-2.|/@-y(^).Mna-.ff{l - 2 6»cos2a: + «<'}. 

29* 
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Setzt man hierin x + \it statt x, so erhält man: 

XVIII. #(*+**) -}/^j/(J^ 

XIX. ij(* ■+• \k) - 2|/^|/(^-). cosa?./7{ l+2e» r .cos2ar+« <r } . 
Hieraus folgt: 

XX. sinam -^ - 2y\ jj-sinx'/T« ]j^7 



2«*** . cos2 « -h <* f**» i 



XXI. co8.m- - 2K(T-> co « ar> ?j l-2 < ^ > co.2 a >^^^) i' 

XXII. ^am T - ^•g-[ l _a^.coi2,4.«»(»H J ) |. 

Setzt man in (XVI, XVII) nx statt a\ won eine ungrade Zahl bezeichnen 
mag, verwandelt ferner r in nr und bezeichnet die Wert he, welche dadurch 
k, tt 9 o>, w* annehmen, resp. mit K, K\ Si, Si\ so hat man : 

XXIII. &(nx, nr) 

XXIV. ninx.nr) 

Bezeichnet nun f(x) eine beliebige Function von x, welche in Bezug 
auf den Modul 2 7t eine reelle Periode hat, und k eine der ganzen Zahlen von 

bis einschliesslich \ (/* — 1), so sind alle Werthe von /(x± ) in/(x+ m ) 

enthalten, wo r alle ganzen Zahlenwerthe von bis einschliesslich n — 1 durch- 
Üuft, Denn zuerst alle graden Zahlenwerthe des k erstrecken sich von bis 
}(a— 1), und \k wird alle ganzen Zahlenwerthe von bis j(/i— 3) oder |(/t — 1) 
durchlaufen, je nachdem n, durch 4 dividirt, den Rest — 1 oder + 1 lässt. 

Es sei zuerst n — 1 durch 4 theilbar, so erhält man alle Werthe von 

f(x + — —j aus f(x + "j")* wenn man r alle ganzen Zahlenwerthe von 
bis $(/*— l) durchlaufen lässt. Dagegen ist 
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und hierin durchläuft n — \k alle ganzen Zahlen werthe von 

n—\(n—l) = l(n + l) + \(n — 1) bis n. 
Man erhält also, so lange k gerade ist, alle Werthe von fyxdb—-} aus 

f[x H — — ), wenn man r erst alle ganzen Zahlen von bis \(n—\), dann alle 
ganzen Zahlen von \(n+Y) + \{n—X) bis 7» durchgehen lässt. Für die ungra- 

den Werthe von k ist/(a?± -jp) ==/(* + 2* ± -^) =J[x+ n V ) , 

und hierin sind n und /r gleichzeitig ungrade; also ist rc=fc/r grade und 2(n±A) 
durch 4 theilbar; und zwar durchläuft, während k alle ungraden Zahlen 
von 1 bisj(n— 3) bedeutet, (denn während n — 1 durch 4 aufgeht, kann 
ra — 3 nur durch 2 theilbar sein), }(n+A) alle ganzen Zahlenwerthe von 
}(n+l) bis (J/i + |(n-3)) = |(/i+ 1) 4- }(*-&) der unmittelbar vor 
4(/» + 1) + J (n — 1) vorhergehenden ganzen Zahl, dagegen |(/i — Zr) alle ganzen 
Zahlenwerthe von |(/i — |(n — 5)) = |(rc +3) der unmittelbar auf \{n — 1) fol- 
genden ganzen Zahl, bis | (/»—!). Man erhält also alle Werthe von/f a?±— y , 

wo /c alle ganzen Zahlenwerthe von bis |(n— 1) durchläuft, aus /(x + -jj-J , 
wenn man darin ralle ganzen Zahlenwerthe von bis n — 1 durchlaufen lässt; 

denn der Werth r = #i, für welchen f\* m * m ~£~) = /(*) i»*» g>«bt keinen 
neuen Werth von/. 

Ist n — 3 durch 4 theilbar , so ändert sich in der ganzen Betrachtung nur 
die Art» wie die vier Gruppen von Werthen sich an einander anschliessend 

Hat/(rr) ausserdem noch die Eigenschaft, dass fXjt + it) = dkf(x) ist, 

so hat mznfyx —) = =*=/(* + * —) — =*=/(# H —) $ und wäh- 
rend k alle ganzen Zahlen von bis |(/i— 1) bedeutet, durchläuft 2A alle 
graden Zahlen von bis n— 1, mithin n—2k alle ungraden Zahlen von 1 bis tu 
Man hat daher folgenden allgemeinen Satz : 

,,Wenn/(x) eine solche Function von x bezeichnet, dass/(a?+27t) = /(#) 
„und /(# + *) = =*=/(^) ist, so ist: 

<ö "SX- *«=) = ?/(- + ^=) - (* 1 )«- • «ft. * V7- 

Ist ausserdem noch/(— a?) =/(x), so ist /(± x) =/(#), also 
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/(± J? ±-^) =5 /l( a;+ ?^) ; und /(± * + ^) =/(x ± ™) . 
folglich : 

(g.) V / (x + ^)=( ± .)"-'^'./(, ± ^). 
Ist dagegen /(-#) = -/"(«). so ist 

Man erhält also, es mag/(— a:) =/(#) oder /(— #) = — /(x) sein, stets die 
Gleichung fg.). 

Vermöge dieser Betrachtungen ist, wenn [[1]]* alle Wurzeln der Gleichung 
y n "" 1 =0 bezeichnet: 



4^ . 



wo r alle gap^en Zahlenwerthe von bis n — 1 durchläuft. Setzt man nun 

(b) z m -2* m .CQ*2x + l = 0, 

so folgt: 

s 2 " = co«2x=fc^(cos 1 ^r — J) = co$2«r =b isin 2x, mithin 



1 VJT . .2»« 

II 



2==[[l]]\(cos2a7±*VH\i2:r) w = ir"" .*? 
und es ist demzufolge das Trinom s 2 " — 2 £ n . cos 2.x* + 1 für jedes r, von bis 

/* — 1, durch das Product \z — e" ,e n )\z — e n .e a ) theilbar, folglich gleich 
(K.) nU~e* .e")'TI L~e«\e "), 



r=0 r=0 



wo AT eine Conslante ist. Das zweite Product ändert sich nicht, wenn man die 
Factorcn dergestalt vertauscht, dass der letzte zum ersten, der vorletzte zum 
zweiten , u. s. w. wird , d. h. wenn man n — r anstatt r setzt. Dadurch erstreckt 
sich das zweite Product von r = n bis r = 1, und das allgemeine Glied wird 



z-e n '\e~ u =z-e n ' .e n < 



Nimmt man daher statt des Factors mit r = /i, den mit r = 0, und coinbinirt die 
Factoren mit gleichen Werthen des r mit einander, so erhält man: 

^-2^\cos2o ? +l = Ä^. I jl-2t.cos2(|+~)4-- 2 j. 

Hieraus folgt für z = , K** 1 und man hat, wegen (XXIII): 
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oder, wegen (XVII): 

raBW ~ I / 2rn \ 
&(nx , nr) *= al~ l - n • &[x+ — f r) . 

Eben so folgt aus (XXIV) : 



O 4 ran— 1 »=-s» 

^(no:,/ir) = —]/£* sin nx. n • 77 

"0 r=Ö *=© 



xjl -2£ a '.cos2(ar+ ~) + e 4 J 
oder, wegen (XVIII): 



rat- 1 



2#\t 



#.- 1 . 2 9 (* + -?) 



J? (rio;,#ir) = 7 i ^TsJn/ix.^=j 



i7 sin(*+ --) 

Hier ist, wegen (g), da sin (a; + ic) = — sin x ist : 

, . ir-i^ 1 * . / 2r7i\ . H<r» / T7t\ . / rn\ 

(— l)' 1 • n sin^x + — ) = suixr'ii • tm^*+ — ysin^p— ^/ 



sin 



— (- JjK-« • 27(cos2x - cos---) . 
Es ist aber cos2 a — cos2A =» 2(sin*£ — sin 2 «), also ist das Product gleich 

mx./i •Isin*— — surxJ = 77-sm*--- . sinx./7«# 1 \ 

Der Wertb des Products rechts wird bekannterweise aus der identi- 
schen Gleichung cosrax + isinwrr « (cosx-t- isinx)" gefunden, welche ver- 
möge der Necvlonschen Formel, nach Trennung des reellen Theils vom ima- 
ginären, 

«-i • *(n- l) (n— 2) ,_ . 3 
sinfto? » n cos \t . sin x 12 3 cos - s,n x + » 

giebt, wo, da n ungrade ist, alle Potenzen des cosa; die graden Zahlen von bis 
/i— 1 zu Exponenten haben, folglich durch ganze Potenzen von 1— sin a x ersetzt 
werden können, deren Exponenten sich jedoch nur von Obis }(/*— 1) erstrecken. 
Es ist also sin 7i x eine ganze rationale Function /iten Grades von sin.r. Die- 
selbe verschwindet, weil sin /kp durch dieWerthe x — 0. =t-, =t — . =fc— . ... 

9 n n ' n 

± — — - * annullirt wird, für 
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Ä . k . . 2n . . 3* . . ff— l 

sma: = U , = sm — , ±sin— , ±sin— 9 , ±sm— — , 

ff ff ff ff 

und ist also durch jeden der Factoren 

. • n . _. . 2** 

sinx , $ino:±sin- , sin x= sin — , 

fi ff 

. . 3* ... ff— 1 

sinx=sin — , , sino?±sin — — ic 

st ff 

ff — A 
theilbar. Die Anzahl dieser Factoren beträgt aber 2/t, und es ist sin — — *r, wo 

ifcflt ff •" it kft 

k zwischen und \n liegt, gleich — " n "Jj[" un ^ — sin— — ir = +sin— . Es sind 

also alle n verschiedenen Factoren von sin na: in: sina? , sin rr dbsin — 9 

sin x =fc sin — , sin x dbsin — enthalten, mitbin ist sin na; von der 

n ' ff 

Form 



also ist: 



sin nx = Ksinx n \s\vrx — sin 1 — y 
-tf^K. Unn 2 — .sinx.ZT ( 1 -1 



i(*-l> . rfr lO-D 



Setzt man bierin x = 0, so wird die Seite links gleich n, und man erhalt 

1<»-D ll(»-i> r*)"" 1 
JT=s (— 1) .7i j n « n, ~£"| t folglich ist: 



/«*y • ' S * (ir - | >/, sin f *\ 

(86.) sinnx = nsinx U ( 1 — — ^ 1 

- 1 V ^T-/ 



Hieraus folgt: 



(-«H&.(-+*0 = fei,v?.,i.x ^'(i-^S;) 



o \ ff / 1 



1 fc*-» r« 

= -'ü.sm — .sinnx . 
ii i ii 



m . n — r i (tt ~ I ? rn i "~ l . rn (-l)^*"* 1 *.« 

Es ist aber sin—- = — sin——* it , also JTsin 9 — ■ = (— l)* ( "~ 1) J7sin— = — ss=i — $ 

ff n iff N, i» £r * 
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folglich hat man : 

(87.) sin nx = 2"- 1 ?zr Jin (x+ ^) . 

Hiedurch reduciren sich die obigen Gleichungen auf: 

xxv.. „(„,.„0 = [J/Q. )/(^)r ~i'(^^> 

und hieraus folgt, dividendo: 

xx.x ^ (SS-, *)-V(g).S^(- +*=)■• 

Setzt man in (XXVII) x = \n und in (XXIX) x = 0, so erhält man, 
wenn man noch nm(\üö — u) mit coamu bezeichnet: 

»t'*- 1 ) 2rw B ~ I 2rw 

XXX. Ä" = £" n sin* coam —r- b ffllsin coam — - ; 

o n o n 

YYTf ~, *^- ! > . 2rto "- 1 M 2rw 

AaAI. ä » n J 1 coam -— Ä J/ J coam — ~ . 

Aus (XXIV) und (XVII) folgt, dividendo: 

iKng,nT) 

ßinna? • ll — 2€ 2n *cos2** -h s 4 "*] 



va-vGi^)^.Ä{j- 



26*cos2x-f-e 4 * 



sin nx 
und hieraus ergiebt sich für x «=» 0, wodurch . in n übergeht: 



sinx 

6 



w ^-«VC&Vfc&.MS^ 1 



Nun folgt aus (7) : 

sinor <^ v sin* K wnx 

Crellet Journal f. d. M. Bd. XLVL Heft 3. 30 
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und hieraus folgt, wenn man x gegen Null convergiren lässt : 

Der Ausdruck rechts ist offenbar nichts Anderes als 17' (0), also wegen 
(33) gleich: 

mithin ist: 



W '™|S'L-K**0.|/g). 



Demnach folgt aus (XVII), wenn man darin beide Seiten durch sin 2; dividirt und 
darauf x = setzt : 

oder: 

Hieraus ergiebt sich, wenn man r in nr verwandelt, wodurch «, 00, k 9 k, 
reip. in «* Sl, K, K* übergehen : 

(90.) l-.hKnfof) - Aa-rf . 

Dividirt man (90) durch (89) und multiplicirt beide Seiten der so entstehenden 

6 

Gleichung mit n .y (-) ]/ (^jp^i) > so f°lg* » us (ß) un ^ aus (34): 

/01 x ^ > ny > _ \/( KfS* \ *(0,t) |//£»\ 

1 ' i;(0,t) — n • r V kk'w*) ; #(0,*r) * VATß/ • 

also ist 

Wegen (XXVII) ist aber: 



VG) 



k\ ti(»x, nr) , »Qr, r) _ sinam(— ,1) 



V©- ?«-3(- + t9 • 
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mithin hat man für x = 0, wegen (92): 

— = C— D* F -e? • J* «n f am = !/-=. TT sin am 

folglich wegen (XXX): 

XXXü. — 



i(n-i) 1 f in 1 am — / »-i 1 •»» am 



» 



1 ffin'coam 1 * /sincoam 



Nun folgt aus (IX i{>) , wenn man 

(93.) sinam(^, Ä') = V ; sinam(^ , k) = v 
setzt : 

nüx 



a/ t^ 



also ist 



a/0 vj 



«X 



und man hat, wenn man -tj mit c und — mit a bezeichnet: 

(95.) v = sin am a ; f = sin am (- , Kj. 

Man sieht leicht 9 dass f eine rationale gebrochene Function n** Grades 
von v ist. Es folgt nämlich aus (XXVII): 

& ^«^ • - A 2™^ / 2rio\ 



sinain^/tf)- j/-. 77 -sin am (a+-^)sfoam( a - 

Wegen (41) ist aber: 

sin am (a «+• ä) sin am (a — a) 



v 



I •in f ama 
• « ftin'ama 

w* — sui'ama. 



1 — JP.iinHm a.fio*«* a 



■i — sin 1 am a • i — ,, . , s • 

folglich bat man : 

30 
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sin am 2 






= (_ i)K»-*> T/5' « ••**•■■» — * • ZZ .| £— I 



oder, wegen (XXX und XXXII): 

XXXIII. sin am (^ , ä) 



1- 




und da unter dem Zeichen IT im Zähler und Nenner J (/? — !) Factoren von der 
Form 1 — p<? sich befinden, so sind Zähler und Nenner ganze rationale Func- 
tionen 7i — 1^° Grades von t>\ also ist das ganze Product, mit Einschluss des Fac- 
tors ?, eine rationale gebrochene Function n Un Grades von v. 

Die Gleichungen (XXIII bis XXIX) lassen sich auf ähnliche Weise um- 
formen. Setzt man nämlich in (38 und 40), x + \n statt x, so hat man: 



(»6.) 



(97.) 



- ^LJl -.^sta'am^.sin» coam^j . 
y(x -*-y 4- y«) <p(* — ,y + }«) 

« 77- j sta'eoam — — sin*am— { . 



Dividirt man diese Gleichungen durch (38), so hebt sich links #*(y), und 
es tritt der Nenner — #*( t ) ' "" T' J ** tm ~~j[ n ' ozu ' Man erhalt also, da 

ist: 




f 
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coi am — (ar -r ») cot am — (a? — «) wn 1 coam «in* am — - 

Jr am — 1 — A flu 1 «n» — »in* am — - 

» n n 



•in 1 coam 




1 — h* tin* am — sin* am — 

n n 



WOB 

•in* am — 

l- 



109 WX 

cot* am — «in* coam — 

x n 



J**m — 1 — A '•»■am — ••in t am — 

Setzt man daher: — = a , — = a, so ergiebt sich: 

- fin'am« 
cot am (a + a) cot am (a — a) iTnT 



•urcoama 



* '' coa'ama 1 — A*8in'aina.8in'ama ' 

-„ . ^am(g-f-<|).^/am(g — q) 1 — Ar* »in 3 am a. iin'aina 

(W.) J»ama "" 1 — JP •in'äm a. sin»ama ' 

Vermöge dieser Formeln kann man, wenn man wieder sinama = v setzt, 
die Gleichungen (XXVIII und XXIX) auch folgendermaassen schreiben : 

XXXIV. cosamg, r) 



m J(»-i/ «in«coam^- \ 

1 \l-#.manÄ.t>*/ 



XXXV. ^«n. g f #) 



= |/(l-Ä , .P 1 ).iI.| 

Bornim bei Potsdam, den 24. November 1852. 
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u. 

Beitrag zur Theorie der Bewegung der Räder 
fuhrwerke, mit Inbegriff der Dampfwagen. 

(Von Herrn J. P. G. v. Heim, Königl. würtemb. Obersllieutenant a. D.) 

(Fortsetzung von Nr. 9 im vorigen Heft.) 



weite Abtheilung« 

Die dynamischen Verhaltnisse der Dampfwagen; in ihrer Eigenschaft 

als Räderfuhrwerke betrachtet. 

Einleitende Betrachtungen, 
§. 54. 

JLlie Bewegung der Dampfwagen ist, wie die des gewöhnlichen Räder- 
fuhrwerks, aus der» allen verbundenen Theilen gemeinsamen, fortschreitenden 
Bewegung und der umdrehenden der Räder zusammengesetzt. Während aber 
das Fuhrwerk durch die Zugkraft von aussen angetrieben und hierdurch mittel- 
bar die Umdrehung der Räder hervorgebracht wird, wirkt bei dem Dampfwagen 
die ihm inwohnende Triebkraft zunächst auf die Räder , und es ist bei ihm die 
fortschreitende Bewegung eine Folgt der umdrehenden. 

Im gleichen Sinne, wie beim Fuhrwerk (§. 1), ist auch bei den Dampfwa- 
gen zwischen rollender und gleitender , oder tbeilweise gleitender Bewegung zu 
unterscheiden. Bezeichnet N den Druck eines Rades auf die Bahn und / den 
Coefficienten der Reibung zwischen dem Umfange des Rades und der Bahn , so 
drückt das Product/7V den Widerstand aus, den diese Reibung (der ursprüng- 
lich bewirkten) Umdrehung des Rades entgegensetzt, und welcher, (als eine 
Kraft, deren Richtung in die Bahnlinie fällt) der der umdrehenden Bewegung 
des Puncts, in welchem das Rad die Bahn berührt, gerade entgegengesetzt 
ist, die fortschreitende Bewegung erzeugt Zur rollenden Bewegung ist ein be- 
stimmter Werth von fN, eine Kraft R nöthig, welche, an dem genannten Be- 
rührungspuncte angebracht, die eben angegebene Richtung des Widerstandes 
fN hat. 

Ist nun fN < R , so muss die lineare Umdrehungsgeschwindigkeit des 
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Rad-Umfanges grosser als die fortschreitende Geschwindigkeit, oder die Bewe- 
gung des Rades, wenigstens tbeilweise, gleitend sein. Ist aber//V;> jR, so kann 

nur rollende Bewegung Statt finden, und ein grosserer Theil von fN als R kann 
nicht zur Wirksamkeit gelangen. Denn gesetzt dies wäre möglich, oder es wurde 
eine grossere Kraft als R auf Verzögerung der Umdrehung des Rades und auf 
die fortschreitende Bewegung verwendet, so müsste, einerseits durch Beschleu- 
nigung der letzteren Bewegung, andererseits durch langsamere Umdrehung, die 
Bewegung des Rades gleitend werden ; aber so, dass der Widerstand der Rei- 
bung die der fortschreitenden Bewegung entgegengesetzte Richtung hätte» wo- 
durch augenblicklich eben diese Bewegung verzögert, die umdrehende des Rades 
aber beschleunigt und so die rollende Bewegung wiederhergestellt werden wurde. 
Aus diesen Betrachtungen folgt mit andern Worten, dass die rollende 
Bewegung, wenn sie möglich ist, sich von selbst erhält; dass diese Möglichkeit 
aber ein gewisses Maas des Widerstandes /^V bedingt. Ist dasselbe nicht vor- 
handen , und tritt überdiess, bei unzureichender Stärke der Triebkraft, Verzöge- 
rung der umdrehenden Bewegung ein, so wird ferner der Widerstand fN auch 
seine Richtung wechseln, und bald verzögernd, bald beschleunigend auf die fort- 
schreitende Bewegung wirken können (§♦ 64). 

§. 55. 

Von den verschiedenen zur Anwendung gelangten Arten der Verbindung 
der Räder an den Dampfwagen werden sich die nachfolgenden Untersuchungen 
zunächst auf diejenigen beziehen , bei denen die Triebkraft des Dampfwagens an 
vier unter sich gleichen Rädern , von welchen je zwei durch eine gemeinschaft- 
liche Achse gepaart sind, arbeitet, und jedes Rad des einen Paares mit dem in 
der gleichen Geleisespur gehenden Rade des andern Paares durch eine sogenannte 
Kuppelstange verbunden ist, so dass beide Räderpaare zusammen ein System 
bilden und gleichen Lauf halten. 

Ausser diesen Rädern, welche man Treibräder nennt, sind gewöhnlich 
an den Dampfwagen, zurUnterstutzung an ihrer vordem Seite, noch zwei andere, 
durch eine Achse verbundene Räder, denen man den Namen Tragräder giebt, 
oder auch zwei solche Räderpaare angebracht. Die Dampfwagen sind daher ent- 
weder vierrädrige oder sechsrädrig, oder achträdrig. 

Um die dynamischen Verhältnisse der Dampfwagen durch Gleichungen 
auszudrücken, wird man dieselben, wie die Fuhrwerke (§. 5), als aus mehreren 
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Systemen fester Körper bestehend betrachten müssen, und kann zu diesem Ende 
die ganze Zusammensetzung eines Dampfwagens mit seinen Rädern als ein 
System (§. 8) , und sodann die Räder als für sich mehrere besondere Systeme 
bildend ansehen. 

Ueber die Beschaffenheit der Bahn und die Lage der auf den Dampfwa- 
gen wirkenden Kräfte und Widerstände in einer und derselben verticalen Ebene, 
werden dieselben Voraussetzungen wie bei den Fuhrwerken (§. 4) gemacht, und 
als solche Kräfte und Widerstände, die Triebkraft des Dampfwagens, die Schwer- 
kraft, der Widerstand der Reibung zwischen den Rädern und der Bahn , so wie 
der Widerstand zwischen den Achsen der Räder und ihren Lagern, und der bei 
der grossem Geschwindigkeit, mit der die Dampfwagen sich bewögen, nicht un- 
beträchtliche Widerstand, welchen die Luft der Bewegung entgegensetzt, in 
Betracht gezogen werden. 

Da die Wirkungen, welche Theile eines Korpersystems durch Druck oder 
Stoss auf einander ausüben, auf die Bewegung, welche dem System, als Ganzes 
genommen, durch diese oder jene Kräfte mitgetheilt wird, nur in so fern Einfluss 
haben können, als diese Wirkungen etwa Veränderungen der relativen Lage, 
den der Schwerpunct des Systems gegen dessen Theile einnimmt, zur Folge 
haben , und als etwa zugleich die Lage des Schwerpuncts auf die genannte Be- 
wegung Einfluss hat; und da hier ferner von den jedenfalls unerheblichen Verän- 
derungen, welche die relative Lage des Schwerpuncts des Dampfwagens während 
dessen Bewegung erleidet, so wie von der Reibung, welche an den Gelenken der 
verbundenen Theile Statt findet, abgesehen wird: so können auch die zurUeber- 
tragung der Kraft der Maschine auf die Treibräder dienenden Bewegungen, 
welche den verschiedenen zu dieser Verrichtung bestimmten Theilen des Dampf- 
wagens neben der fortschreitenden Bewegung eigenthümlich sind, bei der Bil- 
dung der Gleichungen, welche auf das dem ganzen Dampfwagen mit seinen 
Rädern umfassende System Bezug haben 9 ganz unberücksichtigt bleiben, 
und es geht nur die Kraft der Maschine selbst in die Gleichungen ein , welche 
dem die Treibräder für sich enthaltenden Systeme angehören. 
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Erstes CapiteL 
Der vierrädrige Dampfepagen ohne Tragräder. 

Bezeichnungen* 

% 56. 

Die Buchstaben x, X, a^f und # sollen in der für die Fuhrwerke (§. 7 
u. 9) angegebenen Bedeutung genommen und der Werth x soll von dem Puncte 
an gerechnet werden, in welchem das Hinterrad im Anfange der Bewegung 
die Bahnlinie berührt 

P t bedeutet das Gewicht des Dampfwagens, mit Ausschluss der Räder und 
Achsen ; h den Abstand des Schwerpuncts dieses Gewichts von der Bahnlinie ; i 
den Abstand des Puncts, in welchem das Hinterrad und die Bahnlinie sich be- 
rühren, von der Geraden, welche senkrecht auf der Bahnlinie durch den Schwer- 
punet gebt, und c mm icosa — Asin a den Abstand dieses Berührungspuncts von 
der verticalen Linie durch den Schwerpunct. 

4 Qi ist das Gewicht der beiden Raderpaare, mit Inbegriff ihrer Achsen; 
a der Abstand zwischen den beiden Acbsenlinien ; r t der Halbmesser des auf der 
Bahnlinie gehenden äussern Umfanges der Räder; Qi der Halbmesser der in den 
Lagern laufenden Theile der Achsen. 

2JVsei der Druck der beiden Hinterräder / in senkrechter Richtung auf 

2N t der Druck der beiden Vorderräder \ die Bahn; 

4R X das Reibungs-Erforderniss zur rollenden Umdrehung der beiden Rä- 
derpaare (§. 54) ; 

<Pi der Coefficient der Reibung zwischen den Achsen und ihren Lagern; 

K die Kraft , womit der Dampfwagen den angehängten Wagenzug nach 
sich zieht; ß der Winkel, unter welchem sie wirkt (in dem oben (§. 7) angegebe- 
nen Sinne), und neos/? der Abstand des Puncts der Berührung zwischen dem 
Hinterrade und der Bahnlinie von der Richtung dieser Kraft 

5 sei der mit der Bahnlinie parallele, der Bewegung des Dampfwagens 
und des Wagenzuges entgegentretende Luftwiderstand; mSdas auf den eben 
genannten Berührungspunct bezogene Moment dieses Widerstandes; 

CnW* Journal f. d. M. Bd. XLVI. Hoft 3 3X 
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—Ar? das Trägheitsmoment eines Räderpaares, mit Inbegriff der Achse, in 
Bezug auf die Achsenlinien. 

s x ist = ri ; 

/u x die Winkelgeschwindigkeit der Räder, in dem Sinne wie u (§. 7) ge- 

, l\ du x 

nommen, und Vi — ~ • ^y ; 

b die Länge des Arms oder Halbmessers ce (Fig. 5) der Kurbel, mittels 
welcher die, gewöhnlich durch eine Dampfmaschine erzeugte Triebkraft des 
Zugwagens an den Rädern arbeitet; 

/ die Länge der mit der Kolbenstange ae des Dampfcylinders verbunde- 
nen Kurbelstange ae\ 

der Winkel, welchen der Kurbel-Arm ce in dem der Zeit/ entsprechen* 
den Augenblicke der Bewegung beschrieben hat. Er wird, welche Lage der Kur- 
bel-Arm im Anfange der Bewegung oder für / = übrigens gehabt haben mag, 
von der (in der verticalen Ebene, die der Voraussetzung nach die Richtungen 
der einwirkenden Kräfte und Widerstände einschliesst,) durch die Achsenlinie 
des einen oder des andern Treibräderpaares, parallel mit der Bahnlinie gelegten 
Geraden cn angerechnet; so dass bei der Bewegung des Dampfwagens vorwärts, 
der Kurbel- Arm für = 0, und so oft ein Vielfaches von 360° ist, hinter der 
Achsenlinie, für = 180° vor der Achsenlinie, in diese Parallele fallt, und für 
$ = 90° senkrecht über, für = 270° senkrecht unter derselben steht Nach 

dieser Bedeutung von 6 und der von /ll x ist fi x = tt . 

Der Druck auf den Kolben des Dampfcylinders, welcher als Triebkraft 
auf die Räder wirkt und dessen mittlere Richtung mit der Parallelen cn zusam- 
menfällt, ändert sich, abgesehen von der wechselnden Länge des Hebel- Armes, an 
dem er arbeitet, mit dem Stande des Kolbens im Cylinder, oder mit der Lage des 
Kurbel-Armes ce gegen die Parallele cn. Das Gesetz, nach welchem diese Aen- 
derung sich richtet und welches von den den Ein« und Austritt des Dampfes im 
Cylinder regelnden Einrichtungen abhangt, wird, obgleich es nicht allgemein nä- 
her angegeben werden kann, hier als bekannt vorausgesetzt (§.86). Es bezeichne 
T jenen Druck, wie er in demjenigen Augenblicke irgend eines Rad- Umlaufes Statt 
hat, in welchem der Kurbel -Arm senkrecht über der Parallelen cn sich befindet, 
und F0 eine Function des Winkels 0, welche jenes Gesetz ausdrückt und welche 
für 6 = 90° gleich 1 wird. Hiernach kann für jeden Werth von 6 der genannte 
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Druck gleich T.FO gesetzt werden; wobei noch zu bemerken ist, dass unter eben 
diesem Druck der wirksame Druck auf den Kolben , d. h. der Ueberschuss zu 
verstehen ist, um welchen der Druck auf die bei der Bewegung des Kolbens 
nachfolgende Fläche desselben denjenigen übertrifft, welchen die bei dieser Be- 
wegung vorausgehende Fläche des Kolbens etwa erleidet. 

Bei der dem Winkel entsprechenden schiefen Lage der Kurbelstange 
fällt von dem auf den Kolben wirkenden Druck T.FO, der sich nach der Richtung 

ae x dieser Stange und nach der auf der Parallelen cn senkrechten Richtung ad zer- 

T Fß 
legt, auf die erstere Richtung ein Theil =: —~—, und von dem letzteren, auf 

den Kurbelgriff des Rades sich übertragenden Druck in die mit der Bahnlinie 

T FÖ 
parallele Richtung ec x ein Theil = ^ cosicc = T.F0\ in die auf der Bahn- 

T.FO . 7 8in0 

linie senkrechte Richtung ek aber ein Theil= * Mjm j *ineac* d. h.= T.FO—' — r 5-, 

* cos eac ^ Vfl-tf**)) 

indem sineac ■■ jsinO ist, so dass der letztere Theil des Drucks und der Win- 
kel eac mit sind zugleich Null und negativ werden. 

Für irgend einen Werth des Winkels ist daher der mit der Bahnli- 
nie parallele Theil der am Kurbelgriff des einen Treibrades arbeitenden Kraft 
der Maschine« T.FO, der auf der Bahnlinie senkrechte Theil derselben 

iuinO ' 

b T.FO — r ? > wofür zur Abkürzung TF x gesetzt werden wird; und 

zwar hat (bei positiven Werlhen) der erste Theil die Richtung nach vorn , der 
letzte Theil die Richtung nach unten; das Moment aber, mit welchem diese Kraft 



das Rad um die Achsenlinie zu drehen strebt, ist 



(rCOSÖ \ 
l— t-^-s — r\ 
KHfsinö) 2 )/ 



wofür das Zeichen T.F 2 6 gebraucht werden wird. 

Alle diese Ausdrücke beziehen sich auf die Triebkraft des einen Cylinders; 
und da die Kraft des andern Cylinders an einem Kurbel-Arm arbeitet, welcher 
senkrecht auf dem erstem steht, so bat man zu FO, F x und F 2 je ein zweites, 
auf den andern Kurbel- Arm , welcher als der in der Bewegung vorausgebende 
angenommen wird, bezügliches Glied beizufügen, welches den Winkel + 90° 
eben so enthält, wie das erste Glied den Winkel 0\ was durch das an ange- 
hängte Zeichen + y nämlich F0+, F v 0+, F 2 0+, angedeutet werden wird. 

31* 
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D ist der von dem einen Räderpaar, an welchem die Triebkraft der Ma- 
schine unmittelbar arbeitet, dem andern Räderpaar durch die Kuppelstangen 
milgetheilte Druck oder Zug, dessen Richtung als stets parallel mit der Bahnlinie 
zu betrachten ist. Das Verhältnisse in welchem dieser Druck sich auf die beiden 
winkelrecht auf einander stehenden Kurbel -Arme eines Räderpaares vertheilt, 
wird durch die Zahl % bezeichnet, so dass X/7) auf den in der Beweguug voraus- 
gehenden, (1 — }»)D auf den nachfolgenden Kurbel- Arm kommt. 

Die Buchstaben 2?, 2T, G beziehen sich, in der für die Fuhrwerke in (§. 7 
u. 27) festgesetzten Bedeutung, auf die Hinterräder, die Buchstaben mit Beistrich 
j£» ^n £i in derselben Bedeutung auf die Vorderräder. 



Rollende Bewegung. 



§. 57. 



Der vierrädrige Dampfwagen ohne Tragräder begreift zwei verschiedene 
Systeme von festen Körpern in sich, von welchen der ganze Dampfwagen mit den 
Rädern das erste und die beiden gekuppelten Räderpaare zusammen das zweite 
bilden (§♦ 55). Um jedoch die in die Gleichungen eingehenden Unbekannten 
in möglichster Vollständigkeit zu finden, ist es nöthig» jedes Räderpaar für sich als 
ein besonderes System zu betrachten. 

Wie bei den gewöhnlichen Fuhrwerken werden zur Construction der 
Gleichungen die Kräfte und Widerstände für jedes System nach der Axe der 
x und der darauf senkrechten Richtung zerlegt, und deren Momente für das erste 
System in Bezug auf den Berübrungspunct zwischen dem Hinterrade und der 
Bahnlinie, und für jedes der beiden andern Systeme in Bezug auf die Axenlinie 
des Räderpaares genommen werden« 

Die Achsen der Räder werden als an diesen fest, wie sie es gewöhnlich 
sind, und der gemeinschaftliche Schwerpunct jedes Räderpaares und seiner Achse 
wird als in die Axenlinie fallend (§. 6) vorausgesetzt. 

Werden die Gleichungen der Bewegung im Uebrigen nach den Grund- 
sätzen aufgestellt, welche in Bezug auf die Fuhrwerke (§. 8, 28) Anwendung fan- 
den, und wird zunächst angenommen, die Kraft der Maschine arbeite unmittelbar 
an den Vorderrädern , oder die Kurbelstangen seien an diesen angebracht und 
die Hinterräder würden mittels der Kuppelstangen in Bewegung gesetzt, so erge- 
ben sich folgende 
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(G.) Gleichungen für die rollende Bewegung 

dx 
der vierrädrigen Dampfwagen (bei welcher Bewegung r t Ui = jf oder V^(js t -r t )X 

ist) f für irgend einen Augenblick derselben: 

1) - IT cos/? - S+ 4Ä, - (P, + 4Q,)(sin a + X) = 0, 

2) - JSTsin ß + 2(iV+ JV,) - (i>, + AQJ cosa =0, 

3) — ncoiß. K + cPi-h(acosa — 2r l s'ma)2Q l — a.2N t — mS 

-(AP, + 4*<> 1 )*=0, 

4) 2 £(G — <?,) + !> — 2<), (sin a-f-JT) =0, 

5) — 2£(l+g> 1 G)-t-2JK— 2Q I cosa =0, 

6) — 9l0l .2£]/(l + G*) + 6Z)[>cos0 + (l — X,)sin0] — 2Q 1 (s l — r^X =0, 

7) 2.E 1 (G 1 - g>,) 4- 4 Ä, — D + T. Fd+ - 20, (sin a ■+• X) =0, 

8) — 2 E,(l -*- 9>! Gi) + 2JV, — T. F, + — 20, cosa a> 0, 

9) — 9,Q 1 .2Ä,l/(l + G*)-4r 1 Ä I -iI>r>,costf + (l— X,)sinö f ]+ T.F,0 + 

-2^ -/-,)* = ©. 

Diese neun Gleichungen dienen, für einen gegebenen Werth von X (und K als 
bekannt vorausgesetzt), Kur Bestimmung der neun Unbekannten X 9 R, D, N, N l9 
E, E lt G 9 G l9 und während die in die Rechnung eingehenden Umstände und Be- 
dingungen nicht ausreichen, zugleich, um diese ebenfalls unbekannte Verhältniss- 
zahl A/ zu bestimmen. 

Die beiden Kräfte AR t und I) wirken gemeinschaftlich auf die beiden Rä- 
derpaare, so dass 4 R x — D auf das vordere, D auf das hintere Räderpaar kommt 

Durch Addition der Gleichungen (4 u. 7, 5 u. 8, 6 u. 9) erhält man: 

4) 2^(0 — 9!) + 2£,(G, - q>i) + 4Ä 1 + T.F6+ - 4Q 1 (sina + X) — 0, 

5) -2JE(1 -f- 91G) - 2£,(1 + g>iGi) + 2 (#+#,) - T.FJ+— AQ x co$a = 0, 
6)-2q> l < h [EV(l+G % ) + E 1 V(l + G])]-ir l R i +^ 

und diese drei Gleichungen sind, wie leicht erhellet, eben wie die Gleichungen (1, 
2,3), ohneUnterscbied für die beiden Fälle gültig, es mögen die Vorderräder oder 
Hinterräder zunächst von der Treibkraft der Maschine angegriffen und in Bewe- 
gung gesetzt werden. 

Wird nun ferner vorausgesetzt, jF verhalte sich zu F h wie E zu Ei> oder 
CJ sei = G x (was im Allgemeinen darauf hinauskommt, den Werth der unbe- 
stimmten Zahl X dieser Bedingung gemäss anzunehmen: eine Voraussetzung 
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die um so weniger einen wesentlichen Irrthum veranlassen kann, als bei Ver- 
nachlässigung des Widerstandes der Reibung an den Achsen, dessen Moment 
gegen das der Triebkraft im Ganzen genommen jedenfalls wenig beträchtlich ist, 
so dass die Entwickelung der Grossen E f E lt F t F x zur Auflosung der Aufgabe 
gar nicht nothig ist, oder als diese Grossen nur durch die Reibung an den Ach- 
sen auf die Bewegung Einfluss haben können)» und setzt man zugleich E+Ei—E+ 

F+F t = F %9 -jf = G % : so wird auch(? a = 6 = 61 und die Gleichungen (4, 5, 6) 
vereinfachen sich auf: 

(4) +2E 2 (G 2 — q> l )+4R l +T.F0+—4Q l (sma + X) = 0, 

(5) -2JE;(l+g) I G0 +2(iV + TV,) — ■ T.F t 6+ - 4Q,cosa = 0, 

(6) - 9i9i • 2E 2 y(l+GD -4r l R l +T.FJ+-4Q l (s 1 -rdX = 0. 

Als Unbekannte der Aufgabe sind nunmehr die fünf Grossen X, R l9 N+ JV lf 
JE, und F} zu entwickeln; wozu die fünf Gleichungen (1, 2, 4, 5 u. 6) ausrei- 
chen, nach deren Entwickelung die Grosse JV t aus (3) sich ergiebt 



§. 68. 

Wird nach der Analogie der gewöhnlichen Raderfuhrwerke (§• 16), um 
die Gleichung (6) linear zu machen, 

Jfgg statt ]/(l + OD. and zugleich ;jffiß = Ä , 
so wie ferner 

2£(G,-9>i) = r« , 2£(n- ^o = z;, 

(wodurch 2E, = 1 + (f ,t , 2F, = 1+ ^ f , G 2 = ft _ ^ ^ wird,;) 

gesetzt, so erhält man aus den Gleichungen 

(1 u. 4.): y 2 = -Kcosß-S-T.P9+-P 1 (siDa+X) t 

(2 u. .5): Z, = +P l cosa+Knoß- T.F&, 

(4 u. 6.) : J,-/iÄ = 4ß,(sin a + j» x)- t(£.JM + +*»,.). 
und hieraus: 

X=— 2 - ; , 
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p I (r(J-j , ,e + +rd + )-ft 1 (P,oo8o+Ji:8in/9-r.F 1 ö + ) 

-». 4 Q t CKKcMß +P, «n « + 5 + T.F0+) -P, rin«) 

wozu Z % = i>, cos a + K sin /? - T.Fjß^ , 

und aas (6): 42*, = 2(pFA+/^^A)-^i(PiCosa+Ä«n/S)-4öi(7;-l)-y. 

aas (5) %N+NJ = (^i + 4 <?0 cos a + *» n i 8 
kommt. 

Diese Ausdrücke, so wie die der Grossen Nun&N u einzeln genommen, so 
wie sie aus der Gleichung (3) folgen , geuügen , vermöge der auch hier anwend- 
baren Erörterungen (§. 13) , unter den Voraussetzungen , dass G = G x und K 
bekannt sei, den Gleichungen (6) vollkommen, wenn man an die Stelle von 

V(l + 9>D in» Exponenten /*, as ri yS+^ 

-^© 1 + Sij/((l + ri)<®? + 6?)-( 2 )? 1 )*) 
die Wurzelgrosse = »»+(£» , 

setzt, in welcher 

®, = -^[r^.F a <? + +FÖ + )-4öi«na] 

- 4* ^(Kcosß + P, sin a -*• Ä + 2T. F0+), 
© 1=s l + 4£-& und 

«i = P^PtCosa-h Ksinß - T. F x 0+) 
ist 

Zugleich mag noch bemerkt werden , dass, wenn näherungsweise 

angenommen (wird unter welchen Annahmen die Voraussetzung G = G x zur 
Auflösung der Gleichungen (G) nicht nöthig ist) in den beiden Fallen, es mögen 
die Vorderräder oder die Hinterräder die zunächst von der Triebkraft angegriffe- 
nen sein, für die Grössen X, 4Ä M TV, N i dieselben Ausdrücke, wie sie oben ent- 
wickelt sind, gefunden werden und nur die Ausdrücke der Unbekannten 
21?(G — g>i) , 2E l (G 1 — 9,) und D die Verhältnisszahl Wj in sich aufnehmen; 
wogegen jene der übrigen Unbekannten JT, 4R U 1V,IV U 2jE(l-f-<p 1 ö), 2i£i(l+g>iGi) 
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als unabhängig von dieser Zahl sich ergeben, welche dann erst bei der Verbesse- 
rung jener Annahmen , die sich durch ein dem wiederholt gezeigten ähnliches 
Verfahren ausführen lässt, in die Ausdrucke der letzteren Unbekannten eingeht. 



§. 59. 

Um aber noch die Kraft V x zu finden, mit welcher der Dampfwagen den 
angehängten Wagenzug nach sich zieht, erhält man eine weitere Gleichung, wenn 
man den im vorigen Paragraphen gefundenen Ausdruck von X dem der rollen- 
den Bewegung des Wagenzuges entsprechenden, wie er es sein muss, gleich setzt. 

Dieser letztere Ausdruck ist, nach (§. 52), wenn der Rad-Effect-Exponent 
fx für alle Fuhrwerke des Zuges denselben Wertb hat, und wenn der Winkel ß 9 
unter welchem die Zugkraft wirkt, entweder ebenfalls für alle diese Fuhrwerke 
gleich gross , oder auch bei den auf das vorderste folgenden Fuhrwerken gleich 
Null ist, wenn ferner unter {j?} die Summe aller zum Wagenzuge gehörigen 
Lasten, wie P, und eben so unter \P + 4Q\ die Summe aller ihm zugehörigen 
Grössen wie P+ 4Q u. s. w. verstanden wird : 

K(co8ß+fi8ii\ß)—j*\P\ cosg- lP-+-4pi sing 

und durch Gleichstellung dieser beiden Ausdrucke von X ergiebt sich, wenn 
überdiess der Kurze wege.n )$( statt ^ujPjcosa-f- \P + AQ\$\na geschrieben 
wird : 

{p + 4; Q}(T£: M++IHW+) - (P l H^Q l )Ona^ l ficpa^S)-^*^ ft) 1 $ I 
{P4-4^0}(cos/?+^ l sin^) + (P 1 + 4^0 1 )(coSiS+ i usin/J) 
und sodann 

Nachdem auf solche Weise die Grosse K für /x. = yi j* . tfc entwickelt 

ist, kann die nach dem vorigen Paragraphen zur Ergänzung des Exponenten /ul x an 
die Stelle von V(l-f- y J) zu setzende Wurzelgrosse dazu dienen , den Grad der 
Genauigkeit des so genommenen Exponenten zu beurtbeilen und, wenn es nöthig 
denselben, so wie eben dadurch die Grosse K selbst , auf dem früher angedeute- 
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ten Wege zu verbessern. Und zu gleichmässiger Ergänzung des Exponenten fx 
in K kann man (nach §. 32) die Ausdrücke 

Uni V-q\ 

»= " jf" IPIsina + ^^-XJrcos^^JPjsina), 

«-1 + 4^' 

«= jPj.ClPIcosa-ÄTsin^) 

anwenden. 

Durch Elimination von K aus J,, Z % etc. lassen sich zwar die Grössen 
$i, Bj 9 ©i, 91, 83, 6 auf eine Form bringen, in welcher die Exponenten fx und fx x 
für sich, (wie beim vierrädrigen Fuhrwerk erster Art (3. 31, 32), ohne dass K 
dabei in die Rechnung eingeht, allmählig verbessert werden können ; wegen der 
grössern Weitläufigkeit der Ausdrücke von Ql u B l9 (& x etc., in jener Form, über- 
gehen wir hier jedoch die Darstellung derselben. 

§. 60. 

Werden die Gleichungen ((G) 1, 2, 3, 4, 5, 6), unter der Voraussetzung, 
dass die Beschleunigung der Bewegung oder die Grösse X) für einen bestimmten 
Werth des Winkels gleich Null sei, aufgelöset, wobei die Druckkraft T statt X 
in die Reihe der zu suchenden Grössen tritt , so ergiebt sich aus den abgeleiteten 
Gleichungen (§. 58): 

^ (Fi ■+• 4P,)iina -h < u 1 P 1 cosci + S+ Kjoosß-*- u x 8mß) 

wenn T x den besondern Werth von T bedeutet, welchem A*=0 entspricht; ferner 

— T % = Xcosß+ jPj sin a -*- »S -h F0+. 1\ , 
+ Z % srzPiCosa+Ksinß — F^.T, ; 
womit zugleich +4JR, = (P x +-4Q0 sin a . cos^S ■+• Ä, 

2 (#+#,) = (F, +4Q 1 )cosa + K sin/i. 

und mit Hülfe von (3) auch IV und N lt einzeln genommen, entwickelt sind. 

1151 
Der zu X= gehörige Werth von K ist = cos^+TTski^- 

Bei der Ergänzung des Exponenten /u lt welche sich, G = G X angenommen, 

CreDe'0 Journal f. d. V. Bd. XL VI. Heft 3. 32 
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wie bei der Auflösung im vorigen Paragraphen bewerkstelligen lässt, muss man 
in der angegebenen Wurzelgrosse, 

;r*a ft#. •+■ F6+ ^ pß^ 
Si = — '- gj (Kcosß-h P t . $ina + S) sp AQ l s\na f 

©i = 4-^^ (P^osa + tfsinß) - ^ t (^cos/?+(P l +4Q 1 )sina+5), 
% = — FB+ . (/>, cosa + Ks\nß) — F l O+(Kcosß+P l $ina + S) 

setzen, und eben so, in Bezug auf den in K vorkommenden Exponenten //, 
nach (§, 31): 

8= g sin a, cos/? , <S = 1 — — jj— sina.sin/? , 9C = \P\co$(a+ß) 
annehmen. 

§. 61. 

Bei der Auflösung im vorigen Paragraphen wurden für X = die Gros- 

4/2 
sen 4/2 19 JV und A r „ daher auch der Reibungsquotient 2N+2N ' a ' s una bhängig 

von 0, gefunden, nicht aber die Druckkraft T i9 weil die Function ~F,ß++tt' l F x 0+ 9 

wenn auch die beiden Kurbel-Arme, an denen die Triebkraft der Maschine arbei- 
tet, winkelrecht auf einander stehen 9 im Allgemeinen noch den Winkel ent- 
halten wird. Eine Gleichförmigkeit der Bewegung» wie sie in andern Fällen der^ 
Voraussetzung X=0 zum Grunde liegt, und die Beständigkeit der Kraft T x 
können daher nicht eigentlich mit einander bestehen« sondern nur in einem etwas 
erweiterten Sinne kann der Begriff der Gleichförmigkeit hier Anwendung finden. 

Man kann sich nämlich die Kraft Ty — F0+ -h fi x F x 0+ j , welche nach der 

relativen Grosse des Winkels im Kreise, sich ändert, durch eine andere Kraft 
ersetzt vorstellen , welche, am Umfange der Räder angebracht, einem solchen 
Wechsel nicht unterworfen und übrigens so beschaffen ist , dass die während 
eines Umlaufs der Räder durch sie hervorgebrachte Zu- oder Abnahme der 
Umdrehungsgeschwindigkeit nach jedem Umlaufe eben so gross ist, als durch die 
Wirkung der ersteren Kraft Diese eingebildete Kraft, welche, auf die beiden 
Räderpaare gerechnet, mit IV bezeichnet werden mag, ist unveränderlich^ wenn 
die Umdrehungsgeschwindigkeit, von einem Umlaufe zum andern, entweder um 
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gleich viel zu- oder abnimmt, oder sich nicht verändert; und in diesem letzteren 
Falle kann die Bewegung als gleichförmig angesehen werden. Wenn dagegen 
der Unterschied , um welchen die Geschwindigkeit während eines ganzen Um- 
laufs zu- oder abnimmt, von einem Umlaufe zum andern nach irgend einem 
Gesetze sich ändert, so ist die Kraft 2V ebenfalls veränderlich, und daher als 
eine Function der Geschwindigkeit, oder des zurückgelegten Weges , oder der 
absoluten Grosse des Winkels zu betrachten. 

Zu näherer Bestimmung der ersetzenden Kraft IV führen folgende Er- 
wägungen. 

Die Gleichung c^r = gX lässt sich, bei rollender Bewegung des Dampf- 
wagens und des Wagenzuges, (wenn fx x == jTpfi Vg») genommen wird), auf die 
Form 

(M.) ^ = A.TQ.F^+tifß^-B-HtA 

bringen, wo A, B und H Grossen vorstellen, die von t/ M 6 und t unabhängig 
sind, und das Glied Hu] auf den , dem Quadrate der Geschwindigkeit proportio- 
nalen Luftwiderstand sich bezieht. Die Kraft Twird zwar im Allgemeinen mit 
u x sich ändern , kann jedoch bei der vorliegenden Frage ohne erheblichen Fehler 

als während eines Umlaufs der Räder sich gleich bleibend angenommen werden. 

faß 

Mit Uy = gr multiplicirt, geht diese Gleichung über in : 

(N.) MiöK, + (B + Hu*)bO = A. T(*.F 2 0+ + fixF.O^O. 

Wird unter e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen, und unter e 
irgend eine ganze Zahl verstanden , so ist das Integral der letzteren Gleichung* 
so genommen, dass u x = u f ist, für = *.2rc: 

(O.) (B+Hu]).^ 6 = (B+Huf).e^ ff +2HAT f^^.F^+^F^)^ 

und wenn die Kraft 2F, welche als eine von 6 unabhängige und, so wie T, wäh- 
rend eines Räder -Umlaufs auch mit u k sich nicht verändernde Grosse voraus- 
gesetzt wird, an die Stelle von Typ . Fß++ fitFiO+j tritt, ist: 

(P.) CB+Hul).^ = (B+Hift.e A *< H +*HAvfa».i>0. 

Soll nun, der oben angegebenen Bedingung gemäss , die Geschwindigkeit 

32* 
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u x nach Vollendung eines Umlaufs, oder für = (« + l)2ir, gleich gross sein, 

die Umdrehung mag durch 2V oder durch T(- . F 2 0++ f*iFiO + j hervorgebracht 
werden, so muss 

2 HT )*"(} • F%K+ VxFfi+ybO = 2 V. ***. {e** H - 1), 
sein, woraus 

Setzt mau 6 = 2*r«+0i und erwägt, dass .F0 = F6 X ist, oder nur von 
der relativen Grosse des Winkels im Kreise abhangt , so findet sich, dass 
die Zahl £ in diesem Ausdrucke von 2^, wie es sein muss, wegfällt, also gleich 
Null angenommen werden kann. Man hat daher 

und diese Kraft IV, welche für 

T 



fl = auf 2 



V - fQ.F % 0+ + t h F l 0+)*0 zurückgeht, 

•4-rS 



bringt nach jedem Umlaufe dieselbe Zunahme der Geschwindigkeit hervor, wie 
die Kraft T\-.F t 0+ + /u+FiO+ji alsoist in der Gleichung q^- = gX der von 

unabhängige Coefficient ^CTT j ^Q- •*%*+ + th^i**) »* mit der 

Function - . F a ft«. 4- #i JFi 0+ äquivalent. 

Wird demnach, wie im Folgenden geschehen wird, in den aus den Glei- 
chungen (G) abgeleiteten Ausdrücken von X, AT, 4Ä 15 N und N x ($. 58 u. 59) 

jener Coefficient statt der letzteren Function, oder %V statt Ty ~ Fß++ /UiFfi+j 

gesetzt, so werden die Ausdrucke dadurch von derjenigen Veränderlichkeit, 
welche auf .die während des Umlaufs der Räder wechselnde relative Lage der 
Kurbel- Arme Bezug hat, befreit, und können sodann, nachdem der Kraft 2^, 
oder 7* derjenige Werth gegeben ist, welcher X zu Null macht, als der gleich- 
förmigen Bewegung angehörig betrachtet werden. 
Bedeutet 2V l diesen Werth von 2V , so ist 
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Hiebe! ist indessen zu bemerken, dass die Kraft 2V 9 obgleich der Win- 
kel 6 für sich in ihrem Ausdruck nicht enthalten ist, sofern sie, so wie T, im All- 
gemeinen mit der Geschwindigkeit /u x sich ändert, als eine Function von fi x , und 
also auch als eine iroplicite Function der absoluten Grosse des Winkels zu 
betrachten ist. 

§. 62. 

Wird die Triebkraft 2V in die beiden Theile 2V t + 2p t getheilt, von 
welchen 2 V x auf die gleichförmige Bewegung mit einer bestimmten Geschwin- 
digkeit sich bezieht (wegen des Luftwiderstandes ist die zur gleichförmigen Be- 
wegung nothige Kraft bei dem Daropfwagen nicht, wie beim gewohnlichen Rader- 
fuhrwerk, bei welchem jener Widerstand unberücksichtigt geblieben ist, unab- 
hängig von der Geschwindigkeit der Bewegung,), und werden die in den (§§. 58 
iL 59) entwickelten Grössen ebenfalls in die entsprechenden Theile zerlegt ($.15), 
so findet man, 'indem man die dem Theile 2V t zugehörigen Theile dieser Grös- 
sen zur Unterscheidung in eckige Klammern einschliesst und den Nenner von 
Xund Äin(59), nämlich 

P+ilQ\(cosß+fiL x sinß)+ (P l + 4*Q l )cosß + /usinß) 
der Kurze wegen mit 9t bezeichnet : 

2« 

X = (co*ß + /usinß).-*? , 

rr% ■ is\\ \9\dnß ( n 9~) . Q 2v x 

= (*i+4G)cosa + — ^L_^+|P + 4-^8.0^ . 

Diese Ausdrücke zeigen, dass die Beschleunigung der Bewegung der Grösse 
2r, proportional ist, und dass die Grössen K, 4fl,, und bei positivem Werthe 
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des Winkels/?, auch 2(N+N^) 9 mit der Beschleunigung zunehmen; so dass diese 
Zunahmen sich verhalten wie die Beschleunigungen. 
Wird zu weiterer Abkürzung 

der Reibungsquotient — j« — s - mit R 9 
&.-^= Ip+i'-Qlcosß + iP. + iQ^cosß + flisinß) mit % 

bezeichnet, so ergiebt sich : 

-«f — L^HJ- 1 " M[2iV-*-22V 4 ] ****' 

welcher Ansdruck, da der Factor von 2p x im zweiten Gliede wesentlich positiv 
ist, zeigt, dass die beschleunigte rollende Bewegung einen grössern Werth des 
Reibungscoefficienten/ erfordert, als die gleichförmige, wenn sie nicht in theil- 
weise gleitende Bewegung übergehen soll« 

§. 63. 

Wegen der vom Winkel a abhängigen Veränderung der gesuchten Grös- 
sen ist zuvörderst einleuchtend, dass die Kraft %V X% so wie auch, für eine be- 
stimmte Beschleunigung, die Kraft K, mit a zugleich wächst, oder abnimmt, die 
der Beschleunigung proportionale Grösse X aber für einen bestimmten Werth 
der Kraft 2V abnimmt, wenn a wächst, und umgekehrt. 

In Bezug auf den Reibungsquotienten R q ist für gleichförmige Bewegung: 

»»<i i 7r 2 =(i'.+<e.)'-'»+(ii > +4ei t o.»-/.|P|sin«)j S? ^^ ? . 

den Luftwiderstand S als unabhängig von a angenommen, ferner: 
— = -(P, + 4() l )sina + (jP + 4<)^ 

d.h„ <M P * + 2iVJ = (/», + 4Q d (p, + 4ft + J£±ffi-^jp«) 

</P22V-f-2iV 1 
— iS -rj wesentlich positiv; der Reibungsquotient nimmt daher für 

gleichförmige rollende Bewegung mit a zugleich zu und ab. 
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Für beschleunigte Bewegung hat man 

d(4RQ _ d[iR t ] 3 rfffjj) 
Ja — Ja 9f rfa f 

da aa 91 da ' 

und ^§(2^+2^', oder (2N+2NJ ^-411, . ^T^'' findet «cb 

wobei sieb zwei verschiedene Fälle unterscheiden lassen: 

Erstlich. Entweder kann man die Beschleunigung als bestimmt, oder 
(>i (= V — Vi) als nach a unveränderlich annehmen, so dass V um eben so viel 

als f t mit a zugleich wächst und abnimmt In diesem Falle ist . gleich Null; 

das dritte Glied des letzteren Ausdrucks lallt weg, und da das zweite Glied, in 
welchem für den Factor 

« d[4Rt] ~> d\2N+2N x ] ,_ __ A n #,J . , 

*• rf? ~%- —da~ =(A- | -4^(|P + 4-C>jsin(a4./?) 

+ (JP, + 4Qt)sin a(cosß + /xsin/? — ({P + 4()}cosa — fi \ PJsina) sin ßj 

gefunden wird, gegen das erste Glied jedenfalls verhältnissmässig klein ist, so folgt, 
dassySr eine bestimmte Grösse der Beschleunigung, bei an - und absteigender 

Bewegung, , positiv ist und der Reibungsquotient mit dem Reibungswinkel a 

zugleich zu« und abnimmt 

Zweitens. Oder man kann die Treibkraft 2/^ als nach« beständig anneh- 
men, so dass i>i kleiner wird, wenn a wächst, oder dass -~r™ = — ~d~*~ un( ^ 
folglich wesentlich negativ ist. In diesem Falle hat man 

%w+ w = äSJp*+ «Aar-* ^(».«m - j.fi¥«) 

» da » 

oder, da 2F, = [4HJ + ^ [2 A + 2 A'J - /u, . 4£eosa , 

~rf^~ — "rf«T~ •*"<"» • rf~« + /i,4Q,sina ist. 
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- / a 1 .^5ina(g[2^+2iKj-«[4J? I ]) ; 

wo 1 ^~ ±{J^—lj-^-(co$ß + /utsinß) ist und die Glieder mit dem 

dtL 
Factor ,u,.4Q bei Beurtheilong des Vorzeichens von -j£ ausser Acht bleiben kön- 
nen , weil sie sich nahezu gegenseitig aufheben. Denn es ist 

[4ÄJsina + ^cosa = 5sina + P 1 + 4ß i H-|P + 4ÖJ. as ^ ai? , 
[2^ + 2^sina + ^^^ coso = ,p + 4ö |.__^^ uod 

<^[2.([4ÄJsina + ^ 



— » 



sin/9(5sinajP + 4;<?j + jg-l)4(>J(P 1 + 4Qj) . 



Für den Zweck dieser Beurtheilung genügt es daher, 

zu setzen, und da der Factor % — g^ — — 3 jfc r * dessen entwickelter Aus- 
druck unter (1) angegeben ist, wenn der Winke) ß wie gewöhnlich sehr klein ist, 
bei positivem a als positiv, und bei negativem a als negativ gelten kann, so lässt 
sich schliesseii, dassfür einen bestimmten VFerth der Kraft %V % bei positiven 

Werthen des Winkels <x, oder beim Ansteigen, -öH', als positiv, oder der zur be- 
schleunigten rollenden Bewegung gehörige Reibungsquotient als mit a zugleich 
zu - und abnehmend zu betrachten , bei absteigender Bewegung dagegen, nach 
Massgabe der relativen Werthe der verschiedenen gegebenen Grössen, insbeson- 
dere der Kraft 2 V, die wiewohl entfernte Möglichkeit des umgekehrten Falles 
vorhanden ist; nämlich, dass dieser Quotient, welcher bei stärker werdender Nei- 
gung der Bahn abgenommen hat, wieder zunimmt, wenn der negative Werth 
des Winkels a ein gewisses Mass überschreitet. 
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$. 64. 

Die zur gleichförmigen rolleoden Bewegung des mit dem Wagenzuge 
verbundenen Dampfwagens erforderliche Triebkraft 2 V v% welche abnimmt, wenn 
der Winkel a kleiner wird (§. 63) t kann für negative Werthe von a Null und 
negativ werden; und denjenigen Neigungswinkel a, unter welchem der Dampf- 
wagen durch die Wirkung der Schwerkraft allein, ohne der Beibülfe der eignen 
Triebkraft zu bedürfen 9 mit einer bestimmten, beständigen Geschwindigkeit sich 
rollend abwärts bewegt , giebt die Gleichung 2I 7 , = 0, welche, wenn ß f 9t, © 
\on a unabhängige Grossen ausdrücken, die Form 

(er.) £) cos a t + 9t sin Ox + © « 

annimmt, und aus welcher, wenn zugleich » = tangd gesetzt wird, sin(a t + d) 

ss — |scosd folgt. 

Für a = a g ist TLV = 2^; und wird der negative Winkel a kleiner als 
«4, d. h., vom Vorzeichen abgesehen, a grosser als o»\ ? so wird auch 2 V x negativ 
und 2p t grosser als 2 V. Der Daropfwagen bedarf, indem er in die Verhältnisse 
der gewöhnlichen Räderfuhrwerke tritt, der Triebkraft der Maschine zur beschleu- 
nigten Bewegung nicht mehr, und aus der Gleichung 2/ / 1 + 2p 1 = wird für 
einen solchen Neigungswinkel die Beschleunigung, mit der er ohne Zuthun die- 
ser Triebkraft abwärts rollt, oder auch für eine bestimmte solche Beschleunigung» 
der entsprechende Werth des Winkels a gefunden. 

Bei abnehmendem a wird mit 2 V x zugleich auch [4 jR J , (das Reibungs- 
Erforderniss zur gleichförmigen rollenden Bewegung) kleiner, und da für /jl x ■» 
die Kraft <LV X in [4RJ übergeht (§. 61,62), so gilt die Gleichung (er), wenn in £} 
und St der Exponent fx x gleich Null gesetzt wird, auch für [4-Rj] = 0. Bezeich- 
net a„ den Werth des Winkels a, welcher [4 JRJ zu Null macht, so ist a„ eben- 
falls negativ, wie a,; aber a„, ohne Rücksicht auf das Vorzeichen genommen, 
ist noch etwas kleiner als a,, oder für a=ct„ ist 2^ noch grosser als Null, näm- 
lich = ^^^^, + ({^ + 4^ . Für 

a ss a„ und 2^ = 2^ ist demnach die Bewegung abwärts von selbst rollend, 
wenn auch keine Reibung zwischen den Rädern und der Bahnfläche Statt findet; 
und ist die Bahn noch stärker als unter dem Winkel a„ geneigt» so wird das 
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Reibungs-Erforderniss [4/f,] zur gleichförmigen rollenden Bewegung abwärts 
negativ, oder der Widerstand [4/i,] nimmt die Richtung an, welche derjenigen 
der fortschreitenden Bewegung entgegengesetzt ist, und wirkt nicht mehr auf 
Beschleunigung, sondern auf Verzögerung der Bewegung. 

Die Gleichung 4 Ä t = [4 jRj] + |i2r, (§. 62) zeigt, dass das Reibungs- 
Erforderniss zur rollenden Umdrehung der Treibräder für beschleunigte Bewe- 
gung grösser, für verzögerte kleiner ist, als für gleichförmige Bewegung, und aus 
der Gleichung 

[4^3+1(2^-2^) = 0, 

welche ebenfalls die Form der Gleichung (or) hat, ergiebt sich, bei gegebener 
Triebkraft 2f, der Winkel a, für welchen, und (bei gegebenem Neigungswinkel) 
die Grösse der Triebkraft 2/^, für welche das Reibungs-Erforderniss verschwin- 
det und vom Positiven zum Negativen übergeht. Ist 2/^ diese Grösse, so fin- 
det sich 

~ HT (W -coT/^+^ + ^OsinaH-Ä) , 



un 



dda 



d@V,) /„ . d{«ßl sin/? \ 



»-3 /dW cos/? , n .-. \ 

wo ~rfä ~ \P + &Q\co$a — /x|P|sin« ist (§. 59)j, als wesentlich negativ 
gelten kann, so nimmt 1V % ab, während a zunimmt; und umgekehrt. Für as=0 

Mit AR X geht zugleich auch der Reibungsquoticnt J? y , durch Null, vom 
Positiven zum Negativen über, weil der Druck (2/V+N^, welchen der Dampfwagen 
durch die Treibräder auf die Bahn ausübt, weder Null noch negativ werden kann, 
ond es erhellet aus diesen Erörterungen, dass im Allgemeinen sowohl der Rei- 
bungsquolient Ä v , als das Reibungs-Erforderniss 4R„ kleiner ist für negative als 
für positive Werthe von a, oder dass in der Bewegung abwärts und auf wage- 
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rechter Bahn weniger leicht ein Gleiten der Treibräder eintreten kann als bei an- 
steigender Bewegung. 

Die Reibung» welche zwischen dem Umfange der Treibräder und der 
Oberfläche der Bahn Statt findet, oder finden kann, ist gleichsam als ein Vorrath 
von Kraft oder Widerstand anzusehen, von welchem immer und überall gerade 
nur so viel zur Anwendung kommt, als die rollende Bewegung eben erfordert, 
und welcher bei ansteigender Bewegung und auf wagerechter Bahn allein die, 
die fortschreitende Bewegung erzeugende Kraft abgiebt , in der Bewegung ab- 
wärts dagegen, nach der Grosse des Neigungswinkels, zur Mässigung der Ge- 
schwindigkeit dient, welche durch die Wirkung der Schwere hervorgebracht wird. 
Wenn dieser Vorrath zur Hervorbringung der rollenden Bewegung nicht aus- 
reicht, oder wenn der Reibungsquotient, ohne Rücksicht auf sein Vorzeichen 
genommen, grösser ist als der Coefficient der wirklich vorhandenen Reibung, 
so muss gleitende Bewegung eintreten ; ein etwa sich ergebendes negatives Vor- 
zeichen des Reibungsquotienten aber kann sich nur auf die Richtung beziehen, 
nach welcher die Reibung wirken muss, wenn die Räder rollend sich bewe- 
gen sollen. 

§. 65. 

Soll der Dampfwagen aus dem Zustande der Ruhe in Bewegung gesetzt 
wer Jen, so muss die Kraft 2^, mit der er arbeitet, in jedem Augenblicke der 
beginnenden Bewegung grosser sein als die, der Geschwindigkeit, mit der er sich 
in diesem Augenblicke bewegt, entsprechende Kraft 2/^; bis zu dem Zeitpuncte, 
in welchem er die Geschwindigkeit, die er gleichmässig beibehalten soll, er- 
reicht hat. 

Die Gleichung ~tw = gX kann , nachdem in ihr für X der entwickelte 

Ausdruck dieser Grosse (§. 59) gesetzt und der Winkel auf dem in (§. 61) 
gezeigten Wege aus ihr entfernt ist, entweder in Form einer Gleichung zwischen 
x und /, oder in der (§. 61) angezeigten Form einer Gleichung zwischen u x und 
t (indem man der Kraft T den als bekannt vorausgesetzten beständigen oder 
nach irgend einem Gesetze veränderlichen Werth derselben giebt) durch Inte* 

dx 
gration dazu dienen, die fortschreitende Geschwindigkeit ^r , oder die Winkel- 
geschwindigkeit iij, welche der Dampfwagen bei beschleunigter Bewegung nach 
Verfluss irgend einer Zeit / erlangt, so wie den Weg a?, den er in dieser Zeit 
zurücklegt zu berechnen. (Tergl. §§. 89 — 92.) 

33* 
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Der in den Gleichungen vorkommende Luftwiderstand S ist als eine Function 
der Geschwindigkeit auszudrücken, für welche man, in derVoraussetzung eines ru- 
higen, windstillen Zustandes der Atmosphäre, die Function— — •! 77) setzen kann, 

dx 
in welcher die Geschwindigkeit — = r^ auf die Secunde als Zeit-Einheit zu 

beziehen ist und wo ferner 

x einen numerischen Coefficienten, welcher gewöhnlich = 0,6 angenom- 
men wird, 

J die Dichtigkeit der Luft, nämlich das Gewicht einer körperlichen Raum« 
Einheit derselben und 

JS eine Flächengrosse bedeutet, welche von der Ausdehnung und Ge- 
stalt der bei der Bewegung gegen die Luft anstossenden Flächentheile des Dampf- 
wagens und des Wagenzuges, so wie von der Lage dieser Theile gegen die Rich- 
tung der Bewegung abhangt. 

Auf die Bewegung rückwärts, bei welcher der angehängte Wagenzug 
vor dem Dampfwagen vorausgeht, finden die Gleichungen (G) und deren Ergeb- 
nisse gleichfalls Anwendung, wenn nur die Winkel a und ß 9 in dem (§. 7) be- 
stimmten Sinne, auf die Richtung der Bewegung rückwärts bezogen werden, und 
wenn überhaupt in dem Sinne, welcher den als bekannt angenommenen Grossen 
beigelegt ist, auf die Vorzeichen derselben gehörige Rücksicht genommen 
wird. 

Der Reibungscoefficient /geht in die Gleichungen (G) und die aus ihnen 
abgeleiteten Ausdrücke nicht ein; eben so wenig gehen die Grossen s und s t in die, 
die gleichförmige rollende Bewegung betreffenden Ausdrücke ein. Daher hat die 
Grosse der Reibung zwischen den Rädern und der Bahn an sich, wenn sie nur über- 
haupt rollende Bewegung zulässt, auf diese Bewegung, so wie auch das Trägheitsmo- 
ment der Räder auf die gleichförmige rollende Bewegung, keinen Einfluss. 

Und da femer die Abstände c und h nur in den Ausdrücken von 2iK und 
27V,, einzeln genommen, nicht aber in dem Ausdrucke der Summe 2(iV+A r 1 ), noch 
in denen der übrigen gesuchten Grossen vorkommen, so ist die Lage des Schwer* 
punets des Dampfwagens zwar auf das Verhältnisse nach welchem der Gewichts- 
druck desselben auf die Stützpuncte der beiden Räderpaare sich vcrlheilt, aber 
nicht auf die Bewegung von Einfluss. 
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Gleitende Bewegung. 

§. 66. 
Die 

(H.) Gleichungen der theilweise gleitenden Bewegung 

des vierrädrigen Dampfwagens, welche Bewegung nach (§. 54) eintritt, sobald/ 

2Ä 
kleiner als jjrrrf "U sind, wenn sogleich G = G, wie bei rollender Bewegung 

(§. 57) angenommen und E+ E t = 2£, .F-f- /\ = .F al -~- =s G, gesetzt wird, 
für irgend einen Augenblick der Bewegung folgende: 

1) —Kcosß - S +f(2JV+2N 1 ) - (P, + 4(),)(sina + JT) = 0, 

2) - K.smß + 2(N+ Ai) - (P, -i- 4(),)cosa = 0, 

3) -neosßK-hcP l +{ecoM,'~2r 1 s\na)2Q t -a.2N l -mS-(hP l Hr 1 Q l )X-4Q g U 1 =0, 
4)2£;(G,- 9 ) 1 )+/(2A + 2iV a )+ r.FÖ + -4Q I ($ina + ^) =0, 

5) — 2E;(l+g )l G 1 )-H2(tf + A' I )-r.f ? ;0 + -4(> l cosa, =0, 

6) -g» I<? ,.2£ 1 l/(l+GÖ--A 1 (2A+2A' I ) + T.FJ+-AQ& =0. 

Die aus diesen Gleichungen zu entwickelnden Unbekannten sind* indem 
AT vorerst als bekannt vorausgesetzt wird, X, £7^ JV f N x , E^ und G* Aus (1 
u. 2) ergeben sich X und die Summe 2(A r -4-A r ,); sodann aus (4 u.5) E% und G» 
und nach Enlwickelung dieser Grossen L\ aus der Gleichung (6), ohne dass hier 
die Entfernung der Wurzelgrosse nöthig ist; zuletzt Wund A\ einzeln aus (3u.2). 

§• 67. 

Aus den Gleichungen (H , 1 u. 2) wird zunächst, wenn auch G und G, 
unter sich verschieden sind: 

r S + K(cos/*-/sin£) 

A = fcosa — sina — p~~"TT/i , 

*i -t- « V\ 

2(iV -*- W,) = (JPj + 4(),)cosa -*- Xsmß gefunden. 

In Bezug auf den angehängten Wagenzug (dessen Bewegung als rollend 
vorausgesetzt) ist aber nach (§. 59): 

x -' w?r 
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und wird dieser Ausdruck von X dem vorigen gleich gesetzt, so erhält man : 

_{P+4'rV}[(P + *Qi)(fcosa--Bma)-S] + (P l -h4QJl$\ 

~ { p + 4 ';p}(™*ß-f*™ß) + (P t + iQtXcosfl + tisinß) ' 

daher 

{P + 4 J (?) (cos/? -/sin/?) -f- (f\ + 4 QOCcosfi + ^ sio/9) 

Man sieht, dass diese Ausdrücke von X, K und 2(/V -4-7V,) weder die 
Triebkraft T, noch den Winkel 0, noch die Grossen cp 1# q x und r 2 enthatten ; und 

da aus der Gleichung -g^ = g'A durch Integration sowohl die irgend einem Zeit- 

puncte der Bewegung entsprechende fortschreitende Geschwindigkeit fl 7, als der 

bis zu diesem Zeitpuncte zurückgelegte Weg x sich finden lassen, so erhellet, dass 
unter obigen Voraussetzungen, wenn nämlich die Bewegung der Treibräder theil- 
weise gleitend und die der Wagenräder rollend ist, die fortschreitende Bewegung 
des Dampfwagens, also auch des Wagenzuges , von der Triebkraft T und dem 
absolut oder relativ genommenen Winkel 0, so wie auch von der Reibung zwischen 
den Achsen der Treibräder und ihren Lagern , und von den Halbmessern dieser 
Achsen und Räder gänzlich unabhängig ist 

Nachdem die Unbekannten £% und G t aus den Gleichungen (4 u* 5) ent- 
wickelt sind, ergiebt sich aus (5 u. 6): 

oder, wenn man wieder, wie in ($. 58), fi % — ^(x~£rz\* und y(lHHs}) »tatt|/(ltGfl 
einführt: 

wo man sich den Exponenten fi t durch das im Vorigen wiederholt angewendete 
Verfahren auf solche Weise ergänzt vorstellen kann, dass dieser Ausdruck von 
U t den Gleichungen (H) vollkommen genügt. 

Die Gleichung -gj- = p.J7 n welche zur Bestimmung der Winkelge- 
schwindigkeit Ux dienen kann, mit welcher die Treibräder nach Verfluss irgend einer 
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Zeit * sich bewegen, lässt sich; nachdem die In S= "~r~( «r t ) enthaltene fort- 
schreitende Geschwindigkeit -gr mittels des ersten Integrals der Gleichung 
gji 5=£-3T aus ihr entfernt ist, als eine Gleichung zwischen u gf und /, oder, 

wegen 114 = -gr, als eine Gleichung zwischen und /, betrachten. Auch kann 

man in dem Ausdrucke von U lf wenn in ihm /ul x = z~yT \ + &*} beibehalten wird, 
um eine Gleichförmigkeit der umdrehenden Bewegung der Räder leichter vor- 
stellbar zu machen, die Kraft T(—.F 2 Q++ i u l .Fß+\) wie bei rollender Bewe- 
gung, durch eine andere Kraft ersetzt sich vorstellen, welche der auf die rela- 
tive Lage der Kurbel -Arme bezüglichen Veränderlichkeit nicht unterworfen ist 
und die Umdrehungsgeschwindigkeit u % nach beendigtem Umlaufe eben so gross, 
wie die erstere Kraft giebt Die so bestimmte, eingebildete Kraft muss beim Heb er- 
gehen der theilweise gleitenden in die rollende Bewegung mit der für die letztere 
Bewegung surrogirten Kraft 2/ >r (§. 61) zusammenfallen. Eine weitere Ausfüh- 
rung einer solchen Substitution kann jedoch bei der theilweise gleitenden Bewe- 
gung, als minder wesentlich, übergangen werden. 



§. 68. 
Jedem Werthe der Triebkraft 2^= ~^ fe*" 9 (£ ^A+fti-FA. V 

(§, 62) entspricht ein bestimmter Werth des Reibungsquotienten R, ; und wird 
durch Vf derjenige Werth von V bezeichnet, welcher den Reibungsquotienten 
dem gegebenen Coefficienten / gleich macht, so wird aus 

[*«.] +| (2F- 2F.) 
^ [2^+2^1+1(27-210 

2r / =2r i + ^(/[2^+2iV 1 ]-[4ÄJ) 

gefunden. Heisst danu 7/ der zu V = V$ gehörige Werth von T % so drückt, 
da Jßy mit V oder T zugleich wächst und abnimmt (§• 62), T< 7}, eben so 
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wie/^ -K f> die Bedingung für das Entstehen der rollenden, und T>> T^ eben 

so wie/< ü f f die Bedingung für das Entstehen der theil weise gleitenden Be- 
wegung aus, und es erhellet, dass die Gleichungen (H) und die aus ihnen abge- 
leiteten Ausdrucke nur auf Werthe von 3P, welche grosser oder eben so gross als 
Tf sind, Anwendung finden können, da der Coefficient/^ wenn er grosser als R^ 
ist, nicht in seinem vollen Werthe wirksam wird (§. 54). Und für solche Wer- 
the von T nimmt nach ($.67) die Grosse U t mit T zugleich zu und ab, während 
die Grossen X+ AT und die Summe IV-t-Ni unverändert dieselben bleiben, 7/ mag 
von T um einen grossem oder kleinern Unterschied übertroffeu werden. 

Aus X = erhält man für gleichförmige fortschreitende Bewegung 
/ = [Ay] (§. 62), und wird dann zugleich f/|=0 gesetzt, so ergiebt sich T— T x \ 
wie bei gleichförmiger rollender Bewegung (§.60), Eben so wird in Bezug 
auf beschleunigte Bewegung, wenn man den letzteren Ausdruck von X (§. 67) 
dem für rollende Bewegung (§. 59) gleich setzt, daraus, wie es sein muss,/^:^ 
(§. 58, 62), und umgekehrt, gefunden. (Ist /= [JRJ, so kann F grosser sein 
als der Werth dieser Kraft, welcher R, = [-R f ] macht, ohne dass X grosser als 
Null wird; aber solchem grosseren T entspricht ein grosseres /$,, und /kann 
dann ebenfalls grösser werden als [ÄJ , ohne dass die Bewegung aufhört gleitend 
zu sein ; womit sodann auch X grösser als Null wird.) 

Die Grosse X nimmt mit /zugleich zu und ob, und erhalt daher ihren 
grossten Werth durch/ = jß f , oder ist grosser bei rollender als bei theilwetse 
gleitender Bewegung; TJ X wächst dagegen, wenn/ abnimmt, und umgekehrt, und 
ist also für einen bestimmten Werth von T kleiner bei rollender als bei theilweise 
gleitender Bewegung. 

Zu weiterer Erläuterung der Verhältnisse der Bewegung, wie sie bei ein* 
tretenden Veränderungen der Grössen /und T sich ergeben, mögen noch folgende 
Bemerkungen hier Platz finden. 

Man nehme an » die als bestimmt gedachten Werthe / und T des Bei* 
bungscoefficienten und der Triebkraft ständen in solcher Beziehung zu einander, 
dass /dem (der Kraft T entsprechenden) Reibungsquotienten für beschleunigte 
rollende Bewegung gleich, oder dass U l = (s, — r^X ist. Nimmt nun die Trieb- 
kraft zu, während/, welches durch T in seinem vollen Werthe zur Geltung 
kommt, ungeändert bleibt, so bleibt auch X ungeändert, oder die Vermehrung 
von 2' ist unuütz für die Beschleunigung der fortschreitenden Bewegung, U% aber 
nimmt zu durch diese Vermehrung, oder die Umdrehung der Räder wird theil- 
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weise gleitend. Nimmt dagegen die Triebkraft bei unverändertem/ ab , so ist 
nur ein entsprechender Theil von /wirksam, die Bewegung bleibt rollend , geht 
aber bei fortwährender Abnahme der Triebkraft aus dem beschleunigten Zu- 
stande, indem X und JJ l zugleich nach und nach Null und negativ werden , in 
den gleichförmigen und verzögerten über, bis sie zuletzt ganz aufhört. Nimmt 
der Coeflicient/ zu, ohne dass die Kraft T sich verändert, so bleibt die Bewe- 
gung ebenfalls rollend; X und TJ X bleiben unverändert, indem das, um was/* 
grosser wird, nicht in Thätigkeit kommt oder die Beschleunigung nicht vergrös- 
sert. Nimmt dagegen f ab, bei unveränderter Triebkraft, so wird die Bewegung 
theilweise gleitend, X nimmt ebenfalls ab und kann gleich Null, oder die fort- 
schreitende Bewegung kann gleichförmig werden, während U x zunimmt. 

Die gleichen Verhältnisse treten beziehungsweise auoh in Fällen ein, wenn 
die als bestimmt angenommenen Werthe von/und 2 1 sich so zu einander verhalten, 
dass die entstehende rollende Bewegung gleichförmig oder verzögert wird, und/ 
dem (zu Tgehörigen) Reibungsquotienten gleich ist. Ist insbesondere diese Bewe- 
gung eine verzögerte, oder sind X und U x negativ, so geht die Bewegung, wenn 
/abnimmt, bei ungeändertem Werthe von 7 1 , oder wenn T zunimmt, ohne dass 
/sich ändert, oder auch, wenn zu gleicher Zeit T wächst und/" abnimmt, in die 
theilweise gleitende über, u d TJ X nimmt zu, so dass es, durch Null hindurchge- 
hend, positiv werden kann, während X mit/ zugleich kleiner wird. 

Nur bei rollender Bewegung können die beiderlei Bewegungen, die fort- 
schreitende und die umdrehende der Räder, zugleich gleichförmig sein ; bei theil« 
weise gleitender Bewegung dagegen muss die eine derselben beschleunigt oder 
verzögert sein, wenn die andere gleichförmig ist. 

Ferner ist zu beachten, dass, wenn der Reibungsquotient für rollende Be- 
wegung negativ wird (§.64), und wenn zugleich, wie die Anwendbarkeit der Glei- 
chungen (H) fordert, der Coefflcient/, vom Vorzeichen abgesehen, kleiner als 
dieser Quotient ist, das Vorzeichen von /geändert werden muss, weil in diesem 
Falle der Widerstand /(2iV-t-2/V|) verzögernd, und nicht, wie die Gleichungen 
(H) voraussetzen, beschleunigend auf die Bewegung wirkt 

Ganz gleitende Bewegung der Räder, ohne fortschreitende Geschwindig- 
keit, findet nur dann Statt, wenn /so beschaffen ist, dass auch Jf gleich Null wird. 

(Der Scbluss folgt im nächsten Heft.) 
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12. 

De orbitis et motibus puncti cuiusdam corpore! 

circa centrum attractivum aliis, quam Newto- 

niana, attractionis legibus sollicitati. 

(Ab Joh. Franc. Stader, stud. math.) 



Praefatio« 



In historia rerum, quae ad Astronomiam pertinent, certe gravissimi fuit 
momenti, quod summus Newton, postquam universalis gravitationis principium 
detexit , leges ilias Kepleri ingenio observationibus tantum adhibitis repertas a 
priori demonstravit. 

Primus ille docuit, simuiac corporis cuiusdam centralis vis attractiva reci- 
proce proportionalis est quadrato radio vectori, dura necessitate corpora omnia 
ab eiusmodi vi gubernata in sectionibus conicis moveantur oportere, neque aliter 
moveri posse. Formam igitur orbitarum, in quibus corpora coelestia mbventur^ 
ex ipsa attractione deduxit. 

„Hocce modo", ut verbis l\l mi Gauss*) utar, M Systema gravitationis univer- 
salis novos analysi triumphos eosque splendidissimos paraverat; cometaeque us- 
„que ad illum diem semper indomiti, vel si devicti vldebantur, mox seditiosi ei 
„re belies, nunc (Vena sibi injici passi atque ex hostibus hospites redditi, iter 
„suum in tramitibus a calculo delineatis persecuti sunt, iisdem quibus planetae 
„legibus aeternis religiöse obtemperantes." 

Sed haud multum abest, quin quaestio ponatur, quaenam curvae descri- 
bantur a puncto mobili, quod alia quadam, quam qua mundus noster» vi attractiva 
gubemari faciamus. Cuius quaestionis materia, quamvis, remota ex rebus sensi- 

*) Conf. praefatio p. IV., quae pertioet ad ipsios tbeoriam notot corporom coelestfam. 
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bilibus, tantummodo cadat io cogitationem, mirifice tarnen delectat aniroum ; iramo 
etiam sumraae, quamaffert, delectationis ne ratione quidem habita, disquisitio, 
dammodo eam ad legem aliqua ex parte generalem revocare Heer et, fons esset 
copiosus, qui innumeri» abundaret novis curvis, ad quas 9 etiamsi una aut altera 
aliunde cognita esset, tarnen hac nova gravique lege considerandas magnopere 
invitaremur atque alliceremur. 

Iam anoo 1861 de hac re commentationem scripsi, quurn ab Amplissimo 
Philosopborum ordine almae Academiae regiae Monasteriensis quaestio prae- 
mio ornanda proponeretur : „ Eruantur orbitae et rootus puneti cuiusdam corpo* 
*reij quod attrahitur ad fixum centruro attractivum, vi quadam accelerante prae- 
„ditum, quae reeiproce proportionalis est septimo radii vectoris gradui. " Sed 
praemium reportasse non contentus, etiam alteros casus in diseeptationem voeavi, 
quam, ab IlI mo viro Grelle rnonitus, modesto animo cum viris doctissimis com- 
municare conabor. 

§. i. 

General es proponuntur differentialium aequationes. 

Disquisitiones circa motus, quieunque seu attract] va seu repulsiva vi cen- 
tral! proereati sunt, multo simpliciores redduntur, si ponamus, corpora mota 
neque minus corpora eentralia sollicitantia speetanda esse ut puneta matbe- 
matica, aut, si velis^ ut puneta corporea infinite parva« Nimirum hoc posito 
coordinatis ad planum pertinentibus confestim uti possumus. Quod autem ad 
disquisitiones ipsas attinet, omnes nituntur una ex theoria Dynamices notissima 
veritate, a Keplero quidem in coelestium tantummodo corporum motibus, intel- 
lecta, attamen ad motus euiuseunque modi referenda quae est: 

„Corpora vel puneta concreta qualibet vi centrali sollicitata ita moventur, 
„ut areae spatiorum in diversis temporum intervallis circa corpus centrale descrip- 
„torum hisce intervallis ipsis sin t proportionales , i. e. ut, temporibus et spatiis 
„per numeros expressis, spatium quodvis divisum per tempus, intra quod descri- 
„bitur, quotientem suppeditet invariabilem." Eadem sententia etiam his verbis 
pronuntiari potest : 

„Vis accelerando sol|jcitans ea, cuius directio omni temporis momento 
s» directionem radii vectoris sub angulis rectis perscindat, sit = 0, necesse est/' 

Nimirum talem vim accelerantem, quae omni temporis momento situm in 
spatio commutet, animo complecti non possumus. Quapropter vim quandam 

34* 
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initialem ad motus nascendos datam fingamus, quae ita posita est, ut ipsius di- 

rectio orbitam tangat. 

Consideremus nunc punctum corporeum sollicitatum vi aliqua, cuius 

direclio petit punctum sollicitans (ixum, atque cuius intensitas pendet ex sola 

distantia ab hoc centro sollicitante. Constat autem, motum habere locum in eo 

piano, quod continet directionem celeritatis initialis atque punctum fixum. Pona- 

mus, sollicitans centrum sive punctum esse initium coordinatarum x et y rectis 

angulis se secantium, quae sitae sunt in illo piano. Designemus per r distantiäm 

cuiuslibet puncti ab initio, per <p angulum huius radii vectoris cum axi positiva- 

rum abscissarum x, et per R intensitatem 9 qua illa vis acceleratrix praedita est. 

Cosinus angulorum, quos ipsius directio cum axibus facit, erunt ordine 

x y 

r * r* 

si vis est attractiva, atque 

. ? . y 

si est repulsiva. Vires acceleratrices componendae („Les composantes de la 
force acce'le'ratrice" in terminis Poisson) erunt in primo casu 



in altero casu 



— R.~ , ~R*r 



R*~Z * + ^'r* 



Sed formulae nostrae in posterum referendae sunt ad primurn casum , propterea 
quod mutatio signi ante R ad alterum casum considerandum omoino sufficiet. 
Aequationes generales ad motum puncti spectantes erunt: 

dummodo t tempus ad describendas curvas consumptum significet. Porro illa 
lex altero modo pronuntiata sie exprimitur: 

(2.) r-w~ x 'W — °' 

Sane autem mox perspicies, hanc formulam eandem effari sententiam, quam 
primo loco de velocitate areali proposui. Etenim ex elementis in promptu est 
formula : 

(3.) j(yö* — xby) , 

qua diffcrentiale pertinens ad aream sectoris g exprimitur. Quia autem inveni- 
tur esse 
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8(y.8g?-g8y) 8 1 * *Py 

BP ~J % 8/* ~ x * 8<* 

fit protinus 

8 Ost) 8» er 

8* — W — ° 
unde integrando sequitur: 

(4.) 8* - Jc.8/, 

dumtnodo per je designetor constans aliqua, quae facile ex datis valoribus statum 
nascendi determinantibus invenitur. Iterata denique integratione procedit 

(5.) o-ic.t, 

dummodo sit or = pro t = 0, id quod legem illam Kepleri roulto maiore am- 
bitu promulgat. 

Sed coordinatis polaribus r et 9 adbibitis abit formula (3) in 

8<f = Jr*.8g>, 

quae, si combinatur cum (4), mutatur in 

(6.) ö/ = ^8y. 

Quod autem ad constantem c attinet, ipsius valorem boc modo eruere 
poteris. Secundurn vivarum virium principitim velocitas, quae directionem lineae 
orbitam tangentis sequitur, est 

8* 

"=8r 

ubi s arcum orbitae designat; sed ipsius vires cornponendae, quaruin una direc- 
tionem radii vectoris, altera igitur directionem ad illam perpendicularem sequitur, 
eodem ordine expressae, sunt bae: 

8r 8g> 

8< ei r# 8/ ' 
ita ut fiat : • 

8* 1 ™ 8* 1 + r # dt* ' 
sive 

ö^ = Sr^+r 2 . 89, 

id quod aliunde notissimum est. Quodsi autem designatur per a angulus positus 
inter directionem initialis celcritatis interque reetam a primo puneti sollicitati situ 
usque ad centrum duetam, atque per k celeritas initialis ipsa, babebis k sin a pro 
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valore illius componendae initialis, cuius generalis valor es! r.-g^, itaque noveris 

valorem initialem , qui valori -^-, id est yelocitati radium vectorem rotaoti* res- 

pondet et per -^~ designetur. Si denique per a denotaveris radii vectoris valo- 
rem initialem , obtinebis: 

ksma = a.(yg) 

et propter aequationem (6) 

depo e 

8*7 ** 5*' 
unde sequitur esse : 

(7.) c = a.k.sma. 

Hisce paucis praemissis facile generaies differentialium aequationes eru- 
untur. Nimirum ex formulis (1) 

~"r Xl ~ 8* 1 ' r /l— W * 
postquam una cum öx, altera cum dy multiplicata est, additione oritur: 

Sx.S^c + Sy.S 'y _^_ _ x.&x+y.Q y 
8* 1 — — /£• r 

Quia autem differentiando aequationem 

k*- k- * *8g-f-y,8y 
obtioebis 8r = , 

aequatio iiia mutatur in : 

8*.8'g-j-8y.8»y 

g^i — — /t.8r. 

Si porro aequationem notissimam 8s* = &a? + by* denuo differentiaveris, fiet: 

8** ~ 8* 1 

quapropter emerget relatio :• 

*9(g^-) = — -R.br, igitur 

C 8 -) (|jy=-2/Ä.8r = ^ 

Quod integrale novam continet constantem arbitrariam, quam valoribus initialibus 
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quantitatum r et p determinalam esse statini elucet. Itaque obtinemus formulam 
generalem : 

(L) * = & — 2.jh.9r. 

a 

Sed faciliore etiam oegotio orbitarum aequationem generaiissimam nan- 
cisceris. Nimirum differentiale, quod ad curvae arcum s polaribus coordinatis 
expressum pertinet: 

8* , = 8r , + r a .8y 2 , 
si per aequationem (6) 



r* 



8^ = 7.09 
antea quadratam diviseris, orietur: 

/5JV _ **(8y* + **.»<?*) 

\8*/ — r\8g>* 

aut ope formulae (I): 

unde sequitur esse: 



(ii.) 



\Br) ~ ,»[_ c» + rHk » - 2./ r K.8r)] ' 8Ut 



* = M- 



a 

c.8r 



c'-f-r^-^./'Ä.Sr)] 



quae est aequatio orbitarum generalissima. 

Denique nullo artificio relationem inter tempus et spatium invenies, siqui- 
dem in aequatione : 

c.Sr 

9 r,J/[-.c , 4-r»(* t -2./ rr Ä.8r)] 

a 

substitueris ~g- loco 89, unde proficiscitur 

(III ) / = j y^j— JjpZz^RÄM 

relatio inier tempus et spatium generalissima. 

Problema inversum ex data orbita incognitam accelerationem R inveni- 
endi solvitur, simulac aequationem 
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*.-2.yH 8r =„.(^i.|i)=^[i + (y)'] 

quod ad r attinet, differentiasti. Invenitur hoc modo formula : 

(IV0 Ä==C 3. Li£ 2* = ^(U_-^, 

cui associatur forrnula ad tempus e data orbita eruendum : 

r 1 2 

(V.) ö^ = -.öcp=-öor. 

Manifestum est, ut primum orbita sive data, sive ope formulae (II) eruta erit, for- 
mulam (III) omnino non desiderari, propterea quod formula (V) in omnibus casi- 



bus celerius atque adeo facilius ad finem perducit. 

Sed aequatio (I) formain induit memoratu dignam, quum primum !■■%■ v- 
duxisti perpendiculum p=*SC (Tab. V (ig. 1) a centro S in lineam, quae orbitam 
in puncto M tangit, demissum. Revera similia triangula suppeditant relationes : 






y — x 



8, 



(9-) ^Ma = |f=-— ^^jgg. 



hx * m hi 



Ö* c c 

Unde sequitur: „in omni motu vi aliqua, petente fixum punctum, procre- 
„ato velocitatem in quolibet orbitae puncto ipsiusque vires componendas reci- 
„proce proportionales esse tribus a centro usque ad tangentem ductis lineis, 
„quae ordine virium directiones sub rectis angulis perscindunt. n 

Substituendo ultimum valorem velocitatis e in aequatione (I) emergit: 



(VI.) p = h 2 -2JRfir, 



quae orbitarum aequatio est in hoc singulari coordinatarum r et p systemate 
Hisce formulis omnes nituntur disquisitiones, ad quas nunc aggrediamur. 
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Orbitaram puncto, quod attracttva vis dHrerals radll veclorls 

potentlis reclproce proportional!« sollicltat, descriptarum ae- 

quatlones atqae Indc relatlones Inter tempus et »patlnm 

eruuntur« 

§. 2. 

Lex attractionis s/V definita per 

Qua in formula per /ul constans aliqua designatur, quae perlinet ad punc- 
torum distantiae massaeque umtatem. Ante omnia primum velocitas derivanda 
est, quippe quae in aequatione (II) substituatur oporteat. Quia est 

*/i..r-S„.jf1? — $,' 

sine negotjo obtinebis: 

(i.) .•-Gd , -*--»,J£-*-$*$. 

({iio valore in generali orbitarum aequatione (II) introducto orletur 

ehr 



(2.) 



* J a '*[o-* 



Hac in formula complures distinguendi sunt singulares casus. 

t. Cmiuu 

Primum sit f± = c 2 =* a 2 /c 2 sin 2 ^ , igitur 

(3.) v* = A 3 cos 4 A; H -j . 



Quod si ponamus, aequatio (2) mutatur in hanc: 

c 



* / v 8r 



ac 
sed propter positionem: fi = c 2 = ö^sin 2 )* coefficiens abit in -ur a %]j r^k 



ac 



p = a.tangX, quare habemus 



p j m im yi vi n.rt q 

35 



•inU 
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9 = a.taogA/. I jj 9 



unde perspicis, radiuro vectorem omnes quidem accipere posse valores, qui ioter 
termioos et ao positi sunt, sed propter coefficientem a integralis liroes inferior 
neque o neque ao esse debet. Quapropter ponamus, a maximum esse radii vec- 
toris valorem, ita ut integrali Signum — praeponendum sit. Est igitur 

cpcotX = a. I -^j- = - — 1, sive 

(*) r = l + y.coU • 

Haec curva est aliqua spiralis, quam Mathematici Francogallici appellant spiralem 
hyperbolicam, sed melius reciproca spiralis Archimedica nominatur. 

1) Si angulus X acutus est, cotA positiva erit, atque quum 9 in infinitum 
crescat, punctum mobile in infinitum appropinquat ad centrum cum cele- 
ritate infinite magna ; id quod facile intelligitur ex aequatione (3) (Tab.V. 
fig.2.) 

2) Sin vero X rectus est, obtlnebis aequationem 

(II.) r = a; 

curva igitur mutatur in circulum, atque velocitas e in quolibet ipsius 
puncto erit = k. 

3 ) Si denique angulus X obtusus est, punctum sollicitatum non amplius petit 
centrum» sed removetur in infinitum, dum angulus <p ab limite o crescit 
usque ad — tangA, ad eumque limitem, qui simul determinat asymptotae 
directionem. Pro r = ao erit o ss Ar cos A id est v < k+ ut formula (3) do- 
cet. (Fig. 3.) 

Priusquam relationes inter tempus et spatium derivamus, pauca ante di- 
cenda sunt Si formulam, quae ad sectoris aream pertinet, 

(4.) öcrrsj^öy 

cum illa in (§. 1, V) proposita 

(5.) *' = *t><P 

comparaveris, illico intelliges 9 utracunque integratio processit, ipsam alteram esse 
perfectam, Si igitur semel ponatur, tempus t esse = pro <p = 0, temporis 
determinatio facillime ad aream sectoris quadrandam reducitur, simulac ita inte- 
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grasti , ut er evanescat pro g> = 0, Etenira ex aequationibus (4) et (5) profi- 
ciscitur 



2 

(6.) 8* = -. 8er 

atque inde integrando, ut sit t == pro er = 0, emergit 

2 

/ = r.or. 
c 

Itaque, si aequatio (4) ita integrata ent, ut fiat er = ö pro 9 = 0, tantummodo 

2 

valorem sectoris cum factore - esse multiplicandum, ut temporis ad spatium relati 

cognitionem capiamus, plane perspieuum est. Quam ob causam cum tempore 
determinando semper quadraturam coniungamus. Simul videmus, tempus ad 
curvas describeodas consumtum fore infinitum, quotieseuuque tota area fieri pot- 
est iofinita. 

Ex aequatione (I) sequitur eue 

_ j , B<p 

8er — ta .(i + v00ti ji 

atque integrando a valore 9 = usque 9 = 9 obtinemus: 

'8(l-h qpcoU) 






+900U) 1 

unde sequitur 

a = la»tang X (l - i^Jäß) = I otang i(a- l _ h * GOii ) 
sive 

(1) (1) v-\a*. f^r^a - ia(a- r)tangi. 

1) Si angulus X acutus est, angulus 9 ab usque ad od crescit, aut r a valore 
a usque ad decrescit, tota igitur area. quae per 2 designetur, est in hoc 
casu 

2) Sin autem X obtusus est, scribamus \tc + X' loco X, ubi *' < \n sit Tunc 
mutatur (I)(d in 

(L) w o* - |o*. x-^sp. - |acoU'(r-<0 . 

Crescente igitur 9 a limite usque ad cot X 4 , crescit er a valore usque ad 
od. Punctum igitur mobile in primo casu, ubi X acutus est, pervenit ad 

35 • 
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ceotura post Tinitum temporis intervallum; in altero casu, ubi X M Jrc-4- A # 
est, removetur in infantum atque in orbita sua describenda tempus consu- 

mitur parlter infinitum : 

2 2 

Si nunc has aequationes cum - = , .^ multiplicaveris, orietur pro 

(10(4) t — i , s i n i + 9#C0S i — * cos ;i i 
sed pro l = J7t + A' et i # < Jir 

/l \ * ö V T — GL 

(U(5) * — Jb'cosr-y.sinA'^itsinX^ 

Si tempus in tpta area describenda consumptum per jT designatur, babebis 
in primu casu : 

W» T = Ä^SÄ> in altero T — * • 
3) Denique pro A = Jrc aut r = a öritur 

(II.)(i) a ■» j a a . g> pro 9 < 2tc 

itaque 

Quia motus in circulo periodicus est , relatio simplicissima inter tempus in 
uno circuitu consumptum et circuli radium a nobis occurret. Nimirum, 

quoniam in hoc casu valet aequatio (x = c* s o'ä 1 , sive k =s — , mutatur 

(II)» in 

T= -pjj- , unde 

(H.)(3) V>* ss -^ . 

Ratione non habita massae, fx in eodem attractionis systemate eundem con- 
servabit valorem. Faciamus nunc, punctum corporeum in altero circulo 
cum radio a? moveri circa idem centrum. Simulac autem a in af mutatur, 
mutabitur Tva T'\ quare pro novo puncto proponere possumus 

1/ - 2nal% 
quae aequatio cum priore combinata oflert relationem 
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rp mmmm rrtf i 

L e. n Pro omnibus punctis in dieersis circulis circa centrum commune 
„ se mocentibus tempora ipsa in uno circuitu consumpta proportionatia 
„sunt guadratis radiorum" 



*• Cmiuu 
Consideremus alterum singularum casum, ubi est: 

Af a = ^ , itaque 

(7.) ^ — P » 8lve p = T * 

Quo posito aequatio (2) transit in banc : 

(8 ° * - y^^ T' 

in qua coefficiens y, __ «. propter positionem mutatur in 

e e sinA v 

V(a»A» - o») " 1//^ _ C A " V(i-siaU) = tan « Al » qUafe e$t 



/" p 8r r 

9 = tangA/. I — — tangX; . log- aut 



(III.) rsrö.*'« 011 , 

quae aequatio est logarithmicac spiralis, unde iterura ponendo X; = \it aequatio 
circuli profidscitur. Prout %< aut >j*r est, curvae natura magnopere muta- 
tur. Si quidem X acutus est , crescente angulo g> a limite usque ad od , etiam 
crescit r, ac quidem a vatore a usque ad od • Punctum igitur mobile in hoc casu 
removetur in infinitum a centro , innumeris revolutionibus circa centrum percur- 
satis. Sin autcm X obtusus est, ponatur X/ = |w «+- V, ubi nunc V < Jtt sit, ita 
ut habeamus: 

III (1) . rsfl.f^ 1 '. 

Nunc crescente angulo 9 in infinitum, radius vector diminuitur usque ad 
0; punctum igitur mobile in hoc casu perpetuo centrum petit percurrens innu- 
meras circa polum volutationes. 

Quadratura nullo negotio efficitur. Nimirum habemus in primo casu 
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a - | WV^.dy s= \<*tmg\(f*~* - 1) 
et in altero casu 

o 
aut 

a = JtangX,(r* — a*) 
• srJ.cotA/V-r*). 

Jam videraus, irr primo casu totam aream esse infinite magnam, dum in 
altero erit 

Pariter res se habet, si temporis spatium respiciamus« Area sectoris er cum fac- 

2 2* 22 

tore - = '^ g^^ 9 et area sectoris & cum - = jjj"jjjj]p multiplicata evadit 



HI(D 






2a*.cosA 



MW ) a % — r 1 



/' = 



Unde colligis, si 1 acutus sit, punctum mobile in tota via describenda infinite 
magnum consumere tempus, dum pro X obtuso post fiuitum temporis intervallum, 
scilicet post 



III«. T = 



»• A — 2*.iinA / 

centrum adipiscitur cum velocitate infinite magna , sicuti ex relatione v = — 
intelligitur. 

S. CSIIMi 

Si nunc ponamus in integrali (2) 

c.dr 



-/: 



j/[*-*+0'-sy] 

neqae ^a — e* = neque A* — 3 = esse, omoioo tres casus distinguendi sunt ; 
ac quidem esse potesl: 

a) fi — c*>0 et A* — §>0 

ß) fJL— e*>0 et Ar» — J<0 

y) ^u — c*<0 et A*— 4>0. 
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Faciamus esse /u — c* > et A* — -* > 0. 

Separate) factore = yt Ummm ^\ nancisciraur: 



/ 



unde colligis propter coefEcientem plane positiv ujn 

angulum X nunquam esse posse rectum, Ponendo hone coefficientem = n •*- 

« 1 

*l ue VOt-o«) ö ii emer P t proxime : 

/ 8r 
.'TF35' 

Valor n sit maxirous radii vectoris, ita ut integrali Signum — anteponen» 

dum sit; si praeterea collocatur r = — , erit * = £ pro r = fl, sed x = OD 
pro r = 0, quare habemus 

Functiones hyperbolicae , ab Ill m0 Gudermann *) primo excultae, quum 
formis logarithmicis magnopere sint praeferendae , utamur ipsius characteribus 
ponentes : 

ita ut valeat relatio fundamentalis: 

©ö$*a? — ©nfx ss8 1. 
Ex aequationibua illis, quibus functiones definiuntur, fädle derivabis: 

B&nx = (Sotx.Bx , d£o$x = @m<r.&r 9 



*) Conf. Theorie der PoJWttUlfoocüoneii, CrdU* Joarul Band VI — IX. 
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unde sequuntur integralia fundamentalia: 
(9.) % vc ®itL X =J^^ 

~ x ft > ubi x crescere potest usque ad OD . 

(10.) «rcGo«.* = /jT^Fij 



pro ap < 1 



(11.) StrcSang.* = ij 

(12.) «rcGot.* = YV=f" P ro *>1. 

Jam perspicies, nostrum integrale (8) pertinere ad formutam (9); quare emergit 

n 9 = Qtvc ©in. x — Qtvc ©in. b sive 

n <p = 9lrc ©in. (y) — Wrc ©in. £ 
Ut formula magis constnngatur, ponamus 

(13.) 9tvc<&in.b = ß 

itaque oritur 

IV. r = azi^,* . n = a . ^ 



6in(/?-Miy) — M, ©in(/? + n<p) ' 

• . VG*— **) ... • . i • 

ubi n = — - — et positivi et negativi valons esse potest. 

Ex aequatione (13) deducimus 

est igitur : 

(14.) Xan$ß = n. tangA. 

Haec formula, ex qua connexus inter constantes £ et n intelligitur , siraul docet, 
propterea quod Xong/S pro reali ß negatira esse non potest, angulum X acutum 
t$$e oportere pro n> 0, contra obtusum pro ra< 0. 

Curvam nostram itidcm spiralem aliquam esse, cui maxima similitudo cum 

curva(I) sit 9 haud difficile erit demonstratu. Nimirum pro 9=0 fit ©in(/9t/z<p)«6, 

itaque r»j; si igitur n>0, aut A<T Jtt est, angulus 9 in infantum crescit, 

. et pro 9 ■* od erit ©(ß+719) ■■» QD f itaque r ■■ 0. Punctum igitur mobile 



12. Stadtr f de Oib'UU et mot. punct. circa cenir. altraci. 277 

post innumeras revolutiones assiciuc petit centrum, quod adipiscitur cum veloci- 
täte infinite magna. 

Sin autem /i<0 simulquc |7r < Ktc erit, mobile punctum removetui 

a centro in infinilum, dumcp tardissime crescit a valore usque ad cp = — '-, qui 

valor directionem asymptotae determinaK 
Facile deducitur ex aeq. (IV.) 

Quoniam autem est — 8@otx == ~. . itaque 

ndop 

invenitur 

IV (I) . <r=— [got/S-GotOS + ny)]. 

Sed est Got/J - <Sot(ß + n<p) = efo^etatfi^) atque @tn/?=Ä, igilur ha- 

bemus 

_ a* ©fa/*.©inii(p 

1 V <*> ' °" _ 2 » ' ein (ß + nq>) ' 

Si denique ope formulae (14) n eliminaveris, orietur: 

Sectori.s area evanescit pro cp «= ö. Pro a/ .> et / < Jtt tota area i" iinito 
gaudet valore, ac quidem suppeditat acquatio (IV (1) ) formulam 

quae eliminando &% w et Got/2 abit iu 

• Ja* taug A.©)*'/? - Ja'tangi.-ip-^- -JaMangÄ.-y^-- ^ 



V 



igitur 

v , a 4 A*.sin2A 
IV U) . -S _ i\~ U i— - pro X < Jtt 

Crellet* Journal f. d. M. Bd. XL VI. Heft 3. 36 
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Contra pro ra < et 9 = — -fit er— od. 



est 



2 2. 

Tempus invenitur, area multi plicata cum factore — = fl ^ ^^ ; itaque 

a Giotß ©iniwp 



<»>• *~ * cosÄ ©in (/?-♦- 119) 

atque 

IV«. T=jp-~ proA<|ir 

Mobile igitur pro n > aut * < Jtf post finitum tempus ad centrum pervenit, 
dum pro n<0 aut l>\it tempus t infinite magnum esse oportet, ut tota curva 
describatur. 

4» Cmus. 

Sit fx — c* > et A* — -5 < 0. Seiuncto factore yf __ t ^ oritur ex aeq. (2) 



9 -*>-'>£y(iJg*2 i 



ubi iterum a maximus babeatur radius vector. Posito r = — procedit 

(15.) 9» = WCT^y/j *^y) P ro * < * • 

Notissimum autem est , in qualibet curva polaribus coordinatis expressa cyclicam 
tangentem eius anguli, quem radius vector cum linea curvam tangente fach, et 
quem supra per X designavimus , determinatam esse hac forraula : 

tangi = r.^. 

Sed in curva nostra est 

Bq> c 1 

unde concludimus esse A « J7t, quum primum erit 

Quoniam autem pro Ä «■ |ir evadit c a =■ ö 1 ^, angulus X erit ■■ Jir, quum primum 

r* 

j»l est. Exstat igitur in hac curva punctum aliquod, ubi X = \tv esse potest 
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Itaque in hoc ipso puncto movendi initium capiatur, i. e. is curvae radius vector, 

qui cum linea curvam tangente angulum facil rectum, sJgnificetur per a. Quare 

habemus 

ak (** 8* 

9 - vür^wyjnx* - 1) P rü x < • * 

quod ponendo *,, __ i jpL Ä ~ mutatur in 

(16.) #19 — /j/7^*~i) "" 9fo ®°& (r) ' un< ^ e proßascitur : 

^ r " «o*^* 

Quum cösinus hyperbolicus , crescente arcu ab limite usque ad =4= OD, 
versetur ioter valores 1 et + cd , inde colligimus hanc curvam etiam esse aliquam 
spiralem, eamque , quae in spatio finito continetur. Aequatio non mutatur, seu 
/19 positivo, seu negativo erit valore, unde sequitur, curvam esse duplam spira- 
iem 9 quae ab una et altera verticis parte emittit duo membra perfecte aequalia. 
Quae duo continua membra versus regiones contrarias faciunt circa eundem 
polum infiriitatem revolutionum, sine intermissione ad hoc punctum appropin- 
quando. Itaque punctum mobile, quia r decrescit a valore a usque ad 0, post 
mnumeras revolutiones cum velocitate infinite magna ad centrum perveniet 
(Conf. fig. 4.) 

Curvae quadratura nullam difficultatem affert. Nimirum profidscitur ex (V) : 

»a=^.ög) = iii.^^aut 



et propter relationero 



_ « C 9 a<3P 



8 lang 9 = y tg iam obtinemus: 



OOco- or = ^.Sangfiy. 

er crescit cum 9, ac quidem augescente 9 a valore usque ad OD, suecreseit 

Zan$ncp a valore usque ad 1 ; itaque sectoris area a valore usque ad gr; est 
igitur 

tttt 2 - f* _ K* 

unde derivamus 

36* 
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(\') (3) . L ss^.Songn?, 



(V.) 



(4) 



( T _ * * a 

! f — nk ~ Vif* - aU*) 

[ M — y* 



5» Caau«. 

Sit vice versa /x — c* < et Zr 2 -~ '-* -> G, ita ut habearnus: 

Pari modo» quo in priore casu, facile intelligitur, curvain hac aequatione expres- 
sam puncto aliquo ornatam esse, cujus radius vector cum linea curvain tangente 
angulum includit rectum. Quare ponamus esse c » ak, i. e. X » |7r; quo po- 
>ito valet aequatio 

ak r S* 



Si iterutn r =s - , y/JjPÄ* — "«) == » m,roducatur » evadit 



nrn — f^ - 9 ~— = arc<W?\ 



uncle emergil aequatio: 

( VI ) r ~ cösny » 

quae doccl esse radium vectorem » a pro <p = atque = OD pro 9 ■= ± ~ . 
Mobile igitur punceuni a primo ipsius loqo removetur in infinitum, dum angulus 

7t 

9 suecreseit a valore usque ad ± er , qui valor direclionem utriusque asyrnp- 

totne praescribit. Curvp igitur ab ipsius vertice duo emiilit membra plane con- 

grua versus regiones oppositas in infinitum. (Conf. (ig 5.) 

. V(a 2 k* - /t) . •♦ * ^ nno . 

Quia n = -~fc <T 1 est, ent j£ >- Sf U , ntque quo minor n ent, 

eo major fiet «I. linde colligimüs, angulum 9 non solum > j7r esse, verum 
etiam saepenumero fieri posse multiplum periodi 2*, priusquam r ■» OD evasit. 
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Si ad tempus non respiciamus curva propter periodicam functionem cos post sal- 
tum ex infinito negativo redibit atque circulum cum radio a constructum tauget, 

quum primum g> valorem =±= - nactus erit. Tunc curva herum a circulo remo- 

vebitur usque in infinitum, et sie deineeps. Sed mox intelliges, punctum attrac- 
tum habere non posse motum periodicum. Nimirum si curvae aream • 



(VI.)«, er = \<t .J^p^ - Jj .tangng) , 



\ 2 2... 

quae ipsa infinite magna evadere potest, cum factore - = -r multiplieaveris, 



onetur 

a 



(VI-)» <- Jjj.tangnq), 

unde videmus, crescente cp a valore usque ad ^, ipsum tempus in infinitum 
adaugescere. Punctum igitur sollicitatum adipiscitur infinitatem post infinitum 

TZ 

tempus , i. e. nunquam redibit. Insuper, quoniam r pro g)>ö" negativus red- 

ditur» punctum mobile, ut redire posset, ab infinito positivo in negativum infini- 
tum salire oporteret; id quod fierie non potest. 

Nota, Iam summus Newton hunc attractionis casum consideravit ; porro 

■ 

reperies eum in Mechanice Poisson et IH rai Duhamel, sed prorsus aliter traeta- 
tum. At alii, quatenus rei notitiam acquisivi, casus nondum sunt examinati. 

(Res. in £asc. prox.) 
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Druckfehler In diesem Heft* 
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Seite 190 Zeile 7 v. 0. lies 2 2 statt 2 2 

—OD — » -»-OD -|-gD 



«f-QD 



191 >• 3f o. • 2 



—OD 

2 



—OD 



»191 » 10 v. 0. sind in dem ersten Sommenzeichen die Grenzen mit einander zn vertauschen« 
» 191 » 2 v. o. lies &(x-+-\n , Jt) statt #(a?+Jji , }x). 



• • 



» 192 • 3 v. o. » — g— y(*0 statt' — , — jf(*). 

. 194 Formel (V.) . - ^^ statt =^Ö. 

» 195 Zeilen 5, 6, 7 v. 0. lies y statt 9'. 

» 195 Zeile 4 y. u. unter dem zweiten Integralzeichen lies im Nenner g>(a?) statt &(*)• 

»197 » 8 v. u. lies y, $ statt 9, 9. 

» 200 Formeln (38. und 40.) lies #(a?-f-y)#(a? — y) nnd ^(* + Sf)^(* — Sf) resp. 

statt #(a?-r-y) . (a?—y) und ij (x + y) . (a: — jf). 

- 206 Zeilen 5, 6 t. o. lies überall u, und v, statt «1 nnd t>,. 

» 207 Zeile 2 y. n. lies sinam(u + v) statt sin am («+)«• 

» 212 Zeilen 8 ?. 0., 6, 7, 8, 9, 11 ?. u. nnd Formeln (a.) (6.) (c.) («/.) lies fiberall t statt 10 oder' » 

nnd nur in den Zeilen 3, 4 nnd 5 von unten ist u> beizubehalten. 

» 217 Formel (68.) ist te, v> resp. statt «, 0/ zu setzen. 

» 219 Zeilen 7, 8, 10, v. o. ist « statt «0 zu setzen, und in Zeile 9 v. o. muss » = sin am (— , i) 

stehen; ebenso ist in den Zeilen 4 und 7 a> statt v> zu setzen. 
» 220 Formel (B.) im zweiten Integral muss A a statt i* stehen. 
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13. 

De orbitis et motibus puncti cuiusdam corpore! 

circa centrum attractivum aliis, qoam Newto- 

niana, attractionis legibus sollicitati. 

(Ab Jek Pram. Stada-, ftad. maih.) 
(VMe No. 11 tue. praec.) 



$. 3. 
Valeat lex attractionis ewpressa hoc formula: 






wuod ad coeffidentem f attinet, mihi dicendum est, si exponens radit 
vectoris est rty me semper adiungere factorem {(«— 1), qui = 1 est pro « = 3, 
contra = $ pro n ss 4 etc. Eodem modo quo supra priinum invenitur 

P*=P-2fR.Br s It-pJ^l, igimr 

(1.) ^«i'-J+J, 

quo valorc in generali orbitarum aequatione Substitute , oritur 



(2) 



f e.»r 



sive 



Neque /x neque c* esse possunt ■» 0, quapropter unus tantum casus singularis 
hie nobis occurrit, nbi est Ar 2 — -§ « 0. 

Crtile*i Journal f. d. M. Bd. XLYI. Heft 4. 3g 
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alque 
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8r 




(** 


ör 



^r-r? J^-r)! ^ 



Quaeritur, nuro in curva eruenda punctum aliquod exstet, tibi X ■■ |*r esse possii. 

Sane autem est 

8g> r 1 

l 

ergo tang J7r — 



FC- 1 )' 



quod postulat, ut sit r sc a. Quamobrem simplicissima positio est, si sumamus, 
celeritatem initialem puncto sollicitando ita impressam esse, ut angulus X sit ** \v 
Hoc modo obtinemus : 



(4.) 






V 



ubi signum — aiitepositum est, quod ex radicaodo intelligitur, radiura vectorem r 
versari inter limites a et 0. 



— r 



Denique ponendo — — Ä x 1 habes pro r ■■ a limitem x = et pro r ■» 
limitem x = 00 5 atque integrale ipsum mutatur in 



iinde sequilur 






pro x < OD , 



$<p «- arctang.x =» arctang 



^•=1 



aut vice versa : 



taug.} 9 ■■ p—z— unde 

(5.) r =» a. cos 1 Jg). 

Si denique a «■ 4q ponitur, cmergit notissima aequatio 
(I.) r = 2^(1+ cos y) 
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quae perlinet ad curvam, quam dicunt cardioiden, et quae procreatur, dummodo 
de omnibus rectis, ex aliquo peripheriae circuli cum radio q constructi puncto 
ductis, attamen ibi exordiens, ubicunque rectis illis peripberia secatur, utrimque 
aequales abscideris partes longitudioe datae diametri 2q. Insuper cardioVdes etiam 
ea est epicycloides, in qua rotandi circuli radius par est radio fixi circuli. (Tab. V. 
% 6.) 

(n fixo illo circuli puncto vis attractiva sedem sibi collocavit , et mobile ex 
eo curvae puncto, quod a polo remotissimum est, petit hunc polum cum celeri- 
tate, quae omni roomeoto crescit, ita ut ea in polo, propterea quod valet relatio 

v* = ^i* infinite magna sit. Cum eadem celeritate mobile a polo removetur et 

alterum curvae dimidium describit. Propter periodicam functionem coscp motus 
ipse periodicus erit. Sane enim inveniemus, mobile, finito temporis intervallo 
praeterlapso, curvam circuiturum fuisse. Nimirum est 

8<r = 2q'(1 + coscp)*8g> aut 
öor = Q'(3-t-4cosg>-t-cos2g>)d(p, 

unde integrando ab <p = usque ad ep = <p proficiscitur 

I <1) . er = Q 1 (39 + 4sin9> + sing).coscp); 

sed tota area 2 invenitur, si integramus ab cp = usque ad cp = 2ir, est igitur 

I». 2=9fx. 

2 2 1 

Denique, ut inde tempus derivejtur, sectoris area cum - «■ ^j ■■ £— r multipli- 

cauda est; itaque habemus 



*»)• 



L (4> 



/: 


9 

— 2* 


(3<p 


-f- 4 sin <p + sin <p . 


• cos 9) 
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tu est 
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Faciamus nunc, alterum punctum corporeum iisdem dimensionibus praeditum in 
altera cardioide , cuius diametrus = a! est , circa eundem moveri polum. Quo 
posito fi non mutatur, sed Tfiet T\ ita ut babeamus aequationem 

38* 
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1 ** 

M = Ja* •!»* 

>ivm? vum i^riore corobinata suppeditat relatiooem 

('•)(•) yi — y* 

u r. Pro omnibus punctis in dwersis eardioidibus circa eundum polum se 
moventibusj tempomm guadrmta in uno circuäu consumptorum proporlio- 
ia sunt quintis poteniiis diametrorum. 

9. Cmm 



Diflereutia illa £*— ä§ positivo gaudeat valore. lam loco aeq. (2) scri- 
bamus: 

et quoniam quantitates fi et <? prorsu* positivae sunt, collocemus 

^-^r + -^«(r-«)(,-#(r+y) 

sat »^(a+ß-y)f*-{{,a+ß)y-aß}r+aßy, 
unde merabrarim comparando collige* «m«: 

a + ß — y — | ia + ß-y 

(*+ß)y-«ß-'^-?\ . W+aß+ß*--£- 

*■ — ^ > «re < * 5 

a/Sy-— ^-rl |a/8(a + #- — ^rr . 

Quibus valoribus ia (fi) rabttitutit orietar: 

(7.) 9 - V(*' + *ß + ^)'j[^<r-»)fr-Äfr+«+ÄJ 

qua« forma, qood ad radicc» ttttß pertioet, symmetria gaudet. Ponarous esse 
a> ßt ita ut valores quataor radicum seqaanUirhuncordinem: 

'• = « 
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r, = — (a + ^8) . 

Nunc quaeritur, qui sint valores radio vectori attribuendi. Quod diiudicaturus 
graphjce construas functionem 

y = (a-r)(ß-r)r(a + ß + r), 

ponens r desigoare abscissas, y ordinatas. Quo facto illico intelligis, radicandum 
sive ordinatas y esse positivas, quamdiu 

r aut inter limites et ß 
» » »t a et 00 
» * tt — (a + /?)et — CO 

versetur. Ultimum casum rejiciamus necesse est, propterea quod radius vector 
semper negativus erit Restant igitur duo casus, ubi radicandus valorc gaudet 
positive t quapropter duo coosideranda sunt integralia. Quod autem ad eorum 
limites attinet, limes inferior ad libidinem eligi potest Jtaque. quod ad siroplici- 
tatem plurimum valet, id amplectamur. Sed manifestum est, aeque aptum ac 
simplex *e*e $ si ponamus, punctum ad motam soUidtaturo fuisse, quum primum 
radius vector r extremos ipsius valores aeeepit, et od exceptis. Quo posito pro- 
ficiseuntnr haer duo integralia : 



(ft) 9 = V(-'+'ß+^ L tla _ r ^: r)(r+m , ß>r>0, 



ubi valent aequationes : 

(9.) 



'-'-^jf^-*-*-«* 



(10.) ^+«A+A , -^lfc^ 

*?<!* + P) = jrfp=jl 



atque 



(11.) y = W+ aß +f) jf fl^-^-flfr +yl l ' *< r < * 



ubi valent : 
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(12 



., +-r- M r«E. i ._5 l+ j, 



(13.) J a '- | - a ^ + / ?, = ?F^r 



eo* 



ito* 



Simul facile intelligitur, angulum A 9 quem radius vector cum tftngente faclt, rec- 
tum esse illic pro r = /3, hie pro r = a; itaque illic est c = /S/r, hie c = a/r. 
Utrumque integrale ducit ad funetiones ellipticas primae speciei. 



Consideralur primum integrale \ 






r>0 



/9 — r 

Posito *■ a z 9 oritur 

r 






pro 0<z<co 

quod, ut moduli inveniantur, cum generali formula 

/•* $ x 

u ~ /V[(l+* 1 )(l + *'** t ) P ro x " tan g am " 
•'# 

comparandum est Quum au lern sit ^ <1 et ^ ' < 1 , ponamus 



' * a 



7 z % - *"x» 



-* — *£ 



unde Sequilar esse tnodulos: 

* ™ «0? + r) ~ a«-*-2«/? 
alque 
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Si oanc x = tangamu ponitur, emergit 

y = 2 K *»Hh2«/? '" 
aut brerius 

(16-) !/ = «<p pro e = Sf/ g>+g/g ^^ > 

Quo valore introducto habebis: 

fangamii = tangam(£y) = x = *]/t~j ~ \'^^r~7^ unde 

uß 

n , r ~ «4-(«-^Uo f ^m(«<)p)' 5lve 

a^co»*tm(gy) 
r = a — ß§\***m(e<p) 

quae est aequatio inter r et <p. 

Orbita, quae puncto mobil! describitur, facile construi licet. Nimirum 
enim ecp crescente a limite usque ad limitem ÜC*) f decrescit r a valore ß usque 
adO; mobile igitur petit centrum, ac quidem cum velocitaU, quae omni momento 
augescit atque in centro infinite magna redditur. Motus autem sine intermissione 
perdtirabit, propterea quod functiones elliplicae periodicae sunt, atque spatium, 
quod decrescente radio vectore ab ß usque ad descrtbilur, finibus conclusum 
est. Is valor anguli <p> S U1> % W adaequat cum A , designetur per 4>. Sin autem 
iq> secundum quadrantem percurrat, mobile a centro removebitur usque ad distan- 
tiam ß, quo in puncto 9<p ■» 2K aut q> ■» 2<f> evastt Tunc denuo mobile ad 
centrurn adpropinquat atque ipsum adipiscitur, simulac eq> =* 3K, aut <p — 3* 
factus est. Sic motus continuabitur. Curvae aequatio non mutatur ponendo 
*-*(p lococqp, qua de causa versus regionem oppositam aeque talis curvae ductus 
evolvitur, quem modo descripsi. Ut curvam delineare possimus, scrutemur, 
quantus sit angulus <p* Notissimum est, modularem quadrantem K esse majorem, 
quam \tc* itaque etiam erit 

sed factore 



+) JC, qoi ■otniaatar quudram 9*odul*ru f df finita» est hoc integrali finita: 

K =■ ft* *** (- — 
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9 -*Va*+aß + ß" 
qui monade minor est, angulus diminuitur f ergo est 

atque eo magis >§*f 

quapropter curvae extrema delineamenta erunt, ut in (Tab, VI. Fig. 7). Postquam 
argumentum u sive $q> nf* 99 quadrantem modularem permeavit, itaque 9 = n#0 
evasit, certe angulus 9 saepenumero circuli circuitum, e. g. m***, percurrerit; si 
igitur ponere liceret 

7i0 = 2mir 9 aut 

■» 1 ^ 

radius vector quadrante modulari finito eundera, quem quando antea, locum ob* 
tinere posset« Sed hoc postulat, ut ratio 0:2* sit commensurabüü ; id quod 
sane fortuito accideret. Quamobrem colligimus, in Universum curvae fioem ab- 
essc f eamque tot habere vertices, quoties radius vector adeptus erit maximuro ß. 
Ilaque circulus cum radio ß constructus orones curvae vertices tangit 
Ex formula (II) deducimus 

* 1^ * a *P cof € «ntt,»tt _1 / aß \ f oos 4 amu.dti 



Y / * cot* tag, Ott 

et area S % quae describitur, dum iy a « cresdt a valore usque ad «* -■ K. erit : 

1 / aß V f* co« 4 -»«^« 



Hoc iutrgrale formula reductiouis adhibita ad integralia ellipt ica terti 
ducere licet; sed id praetennittamus. Si deoique boc integrale 

~ ** Yk mu ' | il | li cavcr ' s » ctiam fem P us ' habebis. 
Consideratur allrrum inlegrule: 



9 • 



tertiae speaei 
cum factore 



(17.) y - V(**+«ß+F) Jy 



a< r < 00 



V 
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r — a 



Posiio ^ZTß a z *> novi liwites erunt et 1 , atque integrale mutabitur in hoc: 



» - • • » / (-(^r)^[(,_.V) ( ,_tt.v)] »~ 



z < 1 . 

Sed haec forma nondum congruit cum forma principali 

u ~ /na -*•)(*- *•**)] P ro x * « namM * 

quam ob causam ponamus 
unde sequitur modulus 

X .„.£.?L±2 

qui ipse idem est, quem supra adhibuimus. Hac substitutione oriuotur limites 
x «■ et ar — y . > quae fraclio sincera est. Quo facto babemus nunc 



t /gt + aß + F C* »* • 

V- y o» + 2o/? 7K[(l+«*)(l-x»*«)] s,ve 



9 "fcüf 11 



9g ^.i/ ß+7 

*»X1 - * , « , )3 pro a?< K^H?» 



ubi valor coefficientis £ cum priore omnino congruit. Si nunc x «* sin am u 
posueris, eandem obtinemus relationem, quam supra invenimus, 

ecp =» u 

ita ut vaiet aequatio 

x « sin am (£(£>). 

Si praeterea ille angulus 9, qui adaequat x cum 1/ , per 17 designetur, 

emergit 

sin 2 am(e?>) «■ x % ~ sin* am (eri) . z* ■» sin f am(€i?) • __» ) unde 



ttiin 1 am(eiy) — /fftin»am(gqp) 



f in* an (« 17) — f in'am (« <jp) 

Crescente angulo 9 a valore usque ad j? 9 crescit r a valore a usque ad 
od. Si <j> magis augesceret, i. e. si <j> valorem 17 transiret, r proximo momento 
■» — od fieret , ita ut punctum mobile ab uno infinito in alterum infinitum salire 
oporteret; id quod fieri non potest. Quum praeterea radius vector r oon mute- 

Crella'f Joaraal f. d. M. Bd. XLVI. Hall 4. 3Q 



292 13. Stader, de orbitis et mot. puncto circa centr. attract. 

tur, quatenus — 9 loco 9 collocatur, inde coliigimus, curvam in vertice duobus 
ramis diffundi, qui ut aliqua parabola, usque in infinitum expanduntur, et quo 
rum asymptotas angulus q determinat. (Taf. VI. fig.8.) 

Curvae quadratura ducit ad similem expressionem, quae supra nobis oc- 
currit atque, formula recursionis adhiblta, ad integralia elliptica tertiae speciei re- 
ducenda est ; qua de causa hanc disquisitionem omittamus. 

In utroque integrali sit a = ß. 
Quo posito integranda sunt: 

<p = a ^ji^m^^n p ro 0< r<a 

61 * = a V*Jl.-am(«r+2 a yi P«> a<r<» , 

ubi nunc valet a J = ^, aut a =» o«. 

Ponendo — g— = oc\ invenies liraites novos esse in priore integrali 1 et 

, , _. 2a — 12ax9x .. 

OD, in altere l et y\\ porro esse r « jt * — i » $r = o »,i) » ideoque 



^rTP roa?>1 ' 



4^ Ä I r~ ü prol/i<a:<l. 



jf 1^5 P ro Vi 



Quia utrumque integrale in limite inferiore infinite magnum redditur, integremus 
in altero limite incipientes, ita ut hahcamus: 



(18.) 



j-^jY pro 3: ;> 1 atque 



r ^ f proVJ<a?<l 

n 

undc proficiscuntur : 

\<p « Strebet. x atque 

J<? = #rc Sang. x — #tc Sang. J/|. 

Si 2frc2ang. J/J = Juposueris, emergent aequationes: 
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Sang }(*>+g>) - V^-J^i aut 

f 2a gpg ff — 1 

1V - r — 36ot f Jff-l ~ a *€o«ff-+-2' 

2o _ 6og(y-f -y )-»-l 

V " r — SSanfl^y+ff)-! — a So« (in- ff) -2' 

ubi ßo$v =» 2 est. 

Qaum sit 6o$0 • 1 et 6ö$od = od, docet aequatio (IV.) , crescente an- 
gulo^ a valore usque ad OD, radium vectorem r succrescere a valore usque 
ad a. Simul aequatio non mutatur, posito — 9 loco 9. Itaque curva dupla 
aliqua spiralis est, crius Vertex in circulo cum radio a constructo iacet, et cuius 
duo rami innumeris < irca centr um volutationibus factis ad centrum ipsum perve- 

niunt. Huic curvae magna similitudo est cum illa: r = g g in priore §. subV, 

considerata (conf. fig 4.). 

Sed altera aequauo (V.) ostendit, radium vectorem r 9 augescente angulo 9 
a valore usque ad od , decrescere ab OD usque ad a* Curva igitur est aliqua 
spiralis, quae post innumeras revolutiones circa centrum ex infinito progressa 
sensim ad circulum cum radio a constructum appropinquat (Conf. fig. 9.). Quod 
autem pertinet ad relationes inter tempus et spatium, motum exordiri in iis punc- 
ti s, rbi r = a est, sinere non possumus, propterea quod ita integravimus, ut 9 
pro r = a sit infinite magnus; neque minus in iis punctis motus incipere potest, 
ubi 9 = est Namque in prima curva est r sss pro 9 = 0, unde sequitur, 
ibi celeritatem initialem esse oportere infinite magnam; in altera curva pro 9=0 
evadit r=ao. Qua de causa inter aüos limites integrandum est; id quod nullam 
difficultatera habet, sed implicitas offert expressiones. 

8. CMtuu 
Differentia illa k % — -5 in integrali (2) sit negativa. Hoc posito obtinemus 



(20 



c r* br 

.) '"l/Ä-^i/i/r-'. 



v^v[-t^'-&)] 



Quoniam prima potertia radii vectoris r coefficiente positivo praedita est, cubica 
aequatio 

39* 
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rluas habet radices imaginarias. Qua de causa ponere licet: 

-a • — r -C — 






= (r — p)(r •+- \p + qi) {r + \p — qi) 
^ir-pK'+pr + lp'+q*) 

^f+tf-Wr-pW + q*) 

unde sequitur esse 

= (j 1 — ip 2 , igitur 4 y a > 3/j* 



c* 



(21.) ' " 



ft - i\ -2 ■ ^.2 






Praeterea liquefy radium vectorem r tantummodo inter limites p et vertan 
posse; quare ponamus esse a = p 9 aut X = Jor. Quo facto orietur: 



Si nunc ponitur 






'-^ = z' 



nratatur integrale in hoc : 

9 = 2J/(4?*— 3/j 3 )^ y^ + 4?1) + 2 (3p2 + 4jt) s t^.(pt + 4^43 

pro < £ < OD • 

Brevitatis gratia sit 

9^+4^ = m* 

(22.) { p*+4q*=:n 2 

Sp % + 4q* = mny 



igitur 



(23.) 



Tuoc fit 



CT* -h 3»» 

2]/(49 2 - 3/>») = V(6/i , -2m J ). 



quod integrale comparandum est cum generali formula 

_ /^ Bx 

" — J V[i + 2(x'» - x*)** + **] 



OD 
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pro x ss fang \ am 2u = fang am i/.^ am u. 
Scribamus igitur primum : 

„ = vag* 



JV(«+«r-5*+3"') 



2 



atque radicandum 1 + 2y . ^ z* + Q| z a ) cum illo radicando l+^x^-x^+o? 4 
membratim adaequemus. Inde sequitur esse — z* = a^ , 8 s = Sa:}/- , 



n 



und« 



y •-*« = ( x "-x 3 )x* = (l-2x 2 )x% igitur 

y=l- 2x a , 



x < _ |/I±Z „ |/ (^ + n)(3n^ «) . 



8mn * 

quibus substitutionibus transit integrale in hoc: 






, 0< x< od. 



Si denique y * n % , o» 1 = e et * == * an g8 am 2tt ponitur, emergit 



igitur 



fang' J am 2« = tang 2 £am(2eg>) = 3* = -* 1 sss -• -^-- 



unde 

p« 



VI. 



sin am (tqp) 



ubi valet tangjam(2«<p) = tang am («<jp) . A am (e<p) = gincoam(ey y 

Si u=tqp crescita vaioreO usqueadÄ, fit am2u=7r, igitur tang|am2u= od, 
quare decrescit radius vector r a valore p usque ad ; magis crescente cp simul 
augescit r, ac quidem erit r = p f si u = «y = 2iT evaserit; pro u » 3/T iterum 
erit r = 0, et sie deineeps. Itaque motus est periodicus propter periodicam func- 
tionem. Omnino igitur curva perpetuo circulum cum radio p construetum invi- 
cem tangit eiusque per centrum transit, ubi vis attractiva sedem sibi collocavit. 
Simul vi des, aequationem non mutari, si — <p loco 9 ponatur; unde sequitur, a 
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primo vertice in contrariam partem aeque talem evagari curvam excurrentem. 
Curva igitur similitudinem speciemque gerit illius, quam sub (II.) invenimus. 
(Tab. VI. fig. 7). 



Gubernet lex attracttenls determlnata hac formula* 

§. 4. 

Iteram priroum derivemus velocitatem e. Secundum formulam (I. §. 1.) 
statin) obtinebis aequationem 

quam « in formula (IL §. 1.) substitueris, orietur 



C r e&r 

9 ~J.W-"+(r-W 



Primuni consideremus singularem casum, ubi est 
Quo posito habemus 






41* C* 

aut, quia juss a*k % ss -gj^ est: 






unde deducimus: 



9v #tft Mi 

tang* = r.^ = -— y- ~, itaque 

"Wi*~ r ) 
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quod conveniet, si r = a evaserit. Quapropter simplicitatis gratia initialem vim 
puncto movendo ita Jmpressam esse ponamus, ut ipsius directio primam radii vec- 
toris directionem sub angulis rectis dissecaverit. Quia < r < a est, in inte- 
grali nostro sign um — adhuc desideratur. Quare valet 






arccosQ, 



unde proficiscitur aequatio circuli: 

I. r = a.coscp = 2 q cos 9 

relata ad polares coordinatas, quarum initium in circuli cum radio 9 constructi 
peripheria positum est. 

Sine negotio invenitur sectoris area 

cr = \Jr*by ==2Q\/cos a <j>.8<j) = q\/(1 +cos2g>)8g>, sive 
00 

I. (1) er = Q a (<j> + 5 sin2<p) = Q a (<p + sin cp. cos 9^ 
unde integrando a <p = usque g> = ir *o/ö area protedit: 

I.W 2 = *Q*; 

ut notissimum est Tempus inde dedueimus multiplicando sectorem cum factore 

2 2 1. 

c=5* = £Xi itaqueest 

I. (3) / = j(g) -+- sin cp cos cp) pro <p < Jnr, 

dum tempus in uno cireuitu consumptum habet valorem 

1.(4) T=7T.£, 

aut, quia posuimus esse fi = a 4 k\ igitur k = }//!, : a 2 = J//i : 4 9% etiam erit 

1.(5) -* = yj^ , ltaque J^u = — y- • 

Ponamus nunc, alterum mobile punctum iisdem dimensionibus possidere eundem 
polum, ita ut, quoniam ]/fli non mutatur, valeat relatio 

1/ «W 1 



unde sequitur esse 

I. 
i. e. Si in circulis in eodem puncto f ubi vis attractiva posita est, sese langen- 
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tibus diver sa puncto corporea moventur, tempora ipsa in uno circuitu con- 
sumpta proportionalia sunt cubo radiorum. 



Casus generaüor. 

1. Differentia # — ^ sit positiva. 
Nunc radicandus integralis 

(3.) g> - rrzr- 



/^ ör 



propter ipsius formam biquadraticam ita scribatur: 
unde comparando invenies esse : 









quare oritur 
aut 



aut 






prout r minor aut maior est quam utraque radix. Sit a > ß; quam ob rem ir 
prima aequatiöne pooamus r «■ ßx f in altera r « ax\ est igitur: 



aut cp = 

ß 
aut cp = 



ft< 



& 



Iam perspicies, in uno integrali vaiorem variabilis x inter limites 1 et 0» in altera 
inter limites 1 et od versari posse. Quapropter simpiicitatis gratia ponamus, in 
utroque casu primam radii vectoris directionem esse eam, ubi x = 1 est ; obtine- 
mus igitur 
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Ji 



(5.) 9> = S - 

ac quidem valent in primo integral] relationes 

(6.) / > unde / 

atque in altera integrali : 






*'"? 



(7.) ^ > unde 

Si denique -5 = modulo x 3 atque in primo integrali x = sincoamu» in 

Jamu 1 

altero x == cosamt( - sincoamu posuens, emergent aeqnationes 

IL r = ^- ,inco « m (j/(i + x »)) 

atque 

a 

HL r ss 



siacoami 



l Vy(I-*-x»)/ 

Quoniam sincoama et = sinam(ÜL— u) et = sin am (2£ -f- u) est, aequationes 
n ostras scribere possumus: 



a 



«n.m(X^ i77r ^- s ) 



Si nunc 9 succrescit a valore usque ad K V(l + **) 9 crescit 
sin am ( Jf -f- y7|jT~T\ ) * valore 1 usque ad 0; itaque illic radius vector a valore 

CreDe's Joorail f. d. M. Bd. XLVI. Heft 4. *q 
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m ■ 

ß usque ad decrescit, hie a valore a usque ad oo augescit Magis creseeote 
angulo 9 in utroque casu radius vector negativus redditur. In ultima curva 
statim intelliges, radium vectorem, ut primum g> > JE . }/(l 4- x*) evasit, a positivo 
infmito in negativuro infinitum salire, id quod a puneti motu abhorret. Itaque 
haec curva siinilis est cuidam parabolae, quae ab ipsius vertice in distantia r«a 
posito emittit duos ramos, quorum asymptotae determinanturvalor6g> s )/(l-Hc?). IT. 
Quoniam omoino modularis quadrans K>\n est, a fortiori erit K*Y(l+'* r )>l*** 
Qua de causa aeeidere potest, ut ambo rami circulum cum radio a construetum 
includentes semetipsos saepius perscindant, priusquam adipiseuntur infinitum 
(Tab. VI. Fig. 11.) i 

Quod autem ad priorem curvam pertinet , negativus r faeiie interpretari 
potest. Siquidem, quandoeunque r negativus est, ipsius valöfes in contrariam 
directionem a polo egrediens copstruxeris , curva orietur continua, quae nusquam 
interrupta est Quum autem valeat sin am (2m. Ä) = atqu^f sin am ((2m+l)K) 
*»( — 1)"\ dummodo m numerus sit integer, radius vector statis auttibus ac dimi- 
nutionibus crescit decrescitque*'ita ut curva sine ulla intertnis^one invicem modo 
circulum cum radio ß construetum tangat, modo centrum eius pervadat. In Uni- 
versum curva non concludetur, nisi ratio JT.^l 4-x a ) : 2tt commen$urabilis red- 
datur. (Fig. 10.) 

Quadratura ütriusque curvae miHö uegotio efficitur. Nimirum obtinemus 
pro priore curva 

er «■ l/SP/^sin^coam 11. 89 ■■ Jj8\|/(l+x*)Y ,, sin*coami*.8u. 



Si ellipticüm integrale seeundafe kpetieif u J*amu. 81/ designatur perel(w)*) et 


totum integrale) 

J j'amu.Ou =* el(x) per E, inde facile dedueimus: 



8in a amu.8a a r 

unde sequitur esse 







sm'coamu.du «» — öl — ; —5 -\ — -^ 



# ) Bot sjmbolura Chukmuuml alter! JS(«), quod Jacoli, nora Yariabili ««i'hri iotrodoeta, 
Fundamente iptioi iam editia,. jn haiot diprHjtomo IV. (pag. 373) praeeepit, praeponendam nm patari, 
propterea quod illod fidle com E commatatar, praetertim quam, «t In fanctionibafl ellipticw prinae 
epeejei fieri eolet, timpliciUtis gratis modalosx demittator. Etcniin si\n E(u) poeuerie loco argomeati • 
ipfhu complementam X— «, expressiooe E(K—uj etiam sigoificari potse ellipticom quadranttm E, qui 
raoltlplicatiu est cum K— u % plane perspieunm erit 
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atque integraodo : 

J siircoamH.Su = jp » 

cuius loco ope notissimae relationis 

E = el (u) + cl (i5T — u) — x*sin am u. sin coam fj 

scribere possnmus 

/„ . . K + ^rinaintt.sroootm* — el* 
sin'coamu.du = -^ , 

* i 

quo integrali adbibito erit sectoris area 

Il (1) . er = — 2^s (u — el u + x% sin am u . sin coam u) 

undc tota area 2, quam curva a vertice usqoe ad centrum includit, invenitur 
ponendo u = K, est igitur 

Notissimae sunt series pro quadrantibus K et JE, ac qaidem est 

* - h w<8 *>v <S8 *y+ i- 

/-•"K^-HK-y-iGS*)- !• 

unde proficiscitur 

Pro altera curva nanciseimur integrale 

8« 



- = »rf/wäs- = » A vd + «^ 



•in* coam« 

quod hoc modo invenitur. Differentiando log cos am u obtinebis 

dlogcosam» 

5 = — tang am 14 . //am u , atque 

OMoffcoiam« , . , /f**m% 
ö? = «Wmw- wFJZi 

unde integrando emergit 

- tang am u . Jamw — u — e\u — f^t^^t ita< !« e e ** 

40* 
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8t» 



i 



.:_i^ Am = tangami/.^amtf + i/— e\u, 
surcoam* o ' 

r o 
ita ut habeamus 

III (I) . er = Ja?.}/(1 -t-x 3 ).(tangamji.^amu-t-K — ein). 

Iam in teiliges, sectoris huius aream infinite magnam fieri pro u = K, id quod 
valde convenit, quippe quum radius vector pro u = K ipse infinite magnus 
reddatur. 

Tempus a vertice usque ad aliqueni locum praeterlapsum invenies, si illum 

2 2 2 2 

sectorem cum — «■ rs, hunc cum — =» -r multiplieaveris; itaque habebimus pro 

iila curva: 

H (3) . / = jr • -5 — (u — el u + x 2 sin am u . sin coam u) 

et totum tempus a vertice usque ad centrum consuroptum erit 

(ubi celeritas initialis Ar non est commutanda cum modulo x.) 
Pro altera curva obtinebis 

HI (a) , t s= £ # K* +^*)(tangamw,^amw+a — ein), 
sed totum tempus fiet hie = od . 

Singularis casus. 

Sit in utroque integrali a = ß. 

Tunc ex aequationibus 4 et (5) proficiseuntur hae novae: 

/** gx 

9 = V 2 j T^* P ro *<*• 

/•* -f-8x 
9 = y2l — *__ | pro a?>>l. 

Sed quia funetiones pro x = 1 infinite magnae redduntur, ita integrare malimus, 
ut funetiones in limite inferiore evanescaut; quare habemus 

8x , 

j- pro x < 1 



9>tt -/t^ 

»Vi -J »*_i pro * > 1. 
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* 

unde procedunt aequationes 

IV. r = ct.%atl^ 9 

V. r-a.Sot p5 , 

quarum prima ad curvam spiralem in circulo cum radio « constrücto contentam, 
altera ad spiralem aliqußm pertinet, cui summa similitudo est cum illa in(§.3.V) 
descripta, ex infinito progrediente sensimque ad circulum cum radio a construc- 
tum prope accedente. 

Quiaümites mutavimus, ad tempus eruendum inter alios limites, scilicet 
9o ©t (f , integretur necesse est. Statin» obtinemus 

er * ^JW%M(tfy2 atc l ue 

Quum autem sit 

b%axi$x = öx(l — Jang 1 x)> 

8©otar « — Ox((Sot*a? — 1), igitur 
8a\Iattg*ar «- 9a? — SSattjja;, 
Öor.ßot 2 ^ « 8.T — 8®0tx, 

invenimus pro prima curva: 

IV (I) . o- - a s [J (9 ~ SP«) - WC»W«9V* - &W tt)l 
et pro altera curva : 

V (1) . o- = a»[i( 9 - 9o ) + ^(©ot^-6ot^)] 

Crescente <p a limite cp usque ad od, in utroque casu area sectoris infinite magna 
fiet Itaque tempus in tota curva describenda consumplum eliam erit infinite 
magnum; sed tempus ab eo loco, ubi 9 = <p usque ad qucmlibet alterum locum 
computari licet his formulis, ac quidem pro priore curva ope formulae 

atque pro altera curva ope formulae 

v t = £[(? - %) + v *(m ^ - eot $)] 
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% Casus generalioris altera positio. 

Di/ferentia A* — ^ sä negativa. 

Quo posito habemus 

Br 



'-^ry£l 



m 



y\y^C^ r ] 



ubi loco radicandi ponere licet 

unde intelliges, hanc Substitution em fieri posse, si a a > ^8* esse ponamus. Quo 
facto invenimus: 

8r 



9 = VG*-P)jfP 



+f*)(ß t -f*) 



Iam perspicuum est, linu'tes radii vectoris esse et ß, quare ubique littera a cum 
/3 comroutemas, ut motas ibi initium capiat, abi radius vector cum linea tangente 
facit angulum X ■» j*. Inde oritur 



v 



/*' -dr 

'0 



Ponendo praeterea r = ßx evadit 



- w* - # .j[* 



» = n«" - F) • Wl-« , )(« , +,0V) 



quod integrale, si coinparaveris cum formula fundamentali 

s*)(j/» + **«*)] P ro x = C08ama » 






Station perspicies, ponenduro etse -& = -*j aut si parumper *' «■ cos0, « « sintf 
ponatur, valeat oportere aequatio 
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tang*0 = £. 
unde sequitur esse x Ä = gt .gt , «' = «»■*.# ' quamobrem scribamus 

ita ut ponendo 



«• - 




a* + /J» *• 

* r • 


-8* 



. I 



I I 



proficiscatur aequatio 

quae, posito a? = cosama, transit in hanc: 

est igitur 

Jr-/?eo8«mM - /?cot am(^^ij) 

\ -/»—[•VS?f)]. 

Haec curva propterea quod — 7 loco qp ponere licet, a primo vertice duos 
aequales ramos emittit versus regiones oppositas, qui usque in infinitum modo 
per cenlrum transeunt, modo circulum cum radio/? construclum tangunt. (Fig. 10.) 
Itaque forma huius curvae similis est ei, cuius aequatio erat 

r =» /Jsincoamw. 

Facile in venies pro sectoris area : 

er = ff^os a am(j^— 55)89 = £ V(^~^)ßos % am u . 8 u ; 

quoniam autem est ^am a = x /, + x*cos*amu, igitur 

el£* = x' , .H-4-xycos'amu.dK , 



obtinemus 
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et tota area JS, quae includitur radio vectore ß et una curvae parte a vertice us- 
que ad centrum se porrigente, invenitur ponendo u = K\ est igitur 

2 2 

Denique inde tempus derivatur multiplfcando er cum - = -sr, ita ut fiat 

et totum tempus, quod a vertice usque ad centrum praeterlapsum est, habet va~ 
lorem 



I*ex attmetteml* dt pmescrlpta per 

-" = 7* • 

§.5. 
Eodem modo, quo supra, oritur formula 

(i.) .»-*■-*/£-*-$+£• 

a 

quae in generali orbitarum aequatione substituta suppeditat 






cr.8r 



Quum radicaodus sit sexti gradus, expressionem vulgaribus subsidiis integrare 

non poteris. Sed singularem casum, ubi Ar =s -g est, sine ulla difficultate absol- 
vere licet Nimirom evadit hoc posito 



9 "v.^ 



aut, quia fx = ä^ö 8 , 0* = a^sin'jl, igitur ^f = ^«J* oritur 
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8r 



9 Jyi£t-+) 



ue est 



unde facile derivabis 

tang^ = r.|^===|/^-^Y itaq 

fang \* = V(jzr?); 

quod postulal, ut sit r = a pro \ = \tc % Exstat igitur punctum aliquod curvae, 
ubi radius vector et linea tangcns anguluro faciunt rectum. Quare in hoc puncto 
Jnitium movendi capiatur. Simul intelligis, radium vectorem inter limites a et 
vagari, ita ut habeamus 

9 =Jy&~^ profl>r>0 
Quoniam autem est B(f 9 ) = lr*8r, ponamus 3 = x% unde procedit: 



/"— 8* 



pro l>a?>0; 



itaque est 



t 
|<p = arccosx = arccos f(-) | 



aut vice versa 

L r* = a\cos 2 Jg> = Ja 3 (l + cos3g>) ♦ 

Pro 9 = 0,= 2. J7r^t = 4.|w est r = u f 

Pro 9 = l.|w, = 3.Jsr et = ö.Jtt est r = atque 

» 
Pro 9 = l*|ff» = 3,$«j s= 5.}7t 9 . . . . = 11. Jw est r = a}/£ . 

Peripheria igitur circuli cum radio a constructi in tres aequales partes divisa, 
curva in bis punctis tangitur, porro bis tribus arcubus dimidiatis, ratfii ad baec 
tria nova peripheriae puncta directi curvam in centro tangunt; denique bis sex 
arcubus, herum dimidiatis t radii ad haec sex nova peripheriae puncta ducti cur- 

Tarn in sex punctis ita secant, ut ibi radii vectores sint longltudine a } ! \. Unde 
colUgimus, curvam ex tribus constare paribus foliis, quorum quodvis inter crura 
continetur anguli, qui «= \it est. Quapropter hanc curvam appellare licet trifo- 

Crello'i Journal f. d. M. Bd. XL VI. Heft 4. 41 
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liam. Quamquam ponendo — 9 loco 9 aequatio non mutatur, tarnen eadem 
folia describuntur inverso ordine. (Tab. VI. Fig. 12.). 

Curvam quadraturus in difficultatem aliquam incurres. Ex curvae aequa- 
tione invenies 

r* = ö\cos|cp, 
unde 

a^\a % J cos59.Ö9 pro9<|7T. 


Substitutio, quae maxime convenire videtur, erit 

t 

cos 59 = x% 

unde fit 



7 



d"y&? = W" 



pro l>x>0. 
Integrationis causa haec formula ita scribatar: 

atque ponatur 
ita ut fiat 



$ 



Radicandus 3-t-3y*+y 4 dissolvi non potest in duos factores realis formae 
(o? + y*)(ß* + y*) p qua de causa boc integrale cum illo congruit, quod supra 
consideravimus: 



£ 



,4\ 9 



') 



ubipro£y 9 = x' , x = yj(l— y 2 ) > x' = |/j(l+y*)etz = tang|ain2a, 

invenimus esse 

8« 
8/ = 



VÖ**)' 
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In nostro casu est 

m a = 3 , n* = l , y = |V3 = co$30° , x = sinl5° , x' = cosl5 a , 

5i igitur ponimus y* = J/3.tang Jam2w, integrale mutatur in 



(1) ' V3J (1 -♦- y3.tangjam2i0 a ' 



i. ,y Ä a a - 1 — « 1 — COSScp * n 

ubi y3.tangjam2u = y* = a ** — » * = tangf 9 est, igitur 

cos|<p 

S 4 

tang Jam2u = V(i) a .tang§9>. 

Integrale illud, formula recursionis adhibita, ad elliptica integralia tertiae 
speciei reducere licet, cui rei operarn dare nolumus; sed plenum integrale infra 
derivatur. 

Difficultates, quae hie apud seitam potentiam nobis oecurrerunt, repeten- 
tur apud omnes, quae sequuntur, pares potentias. Sed, quod ad impares poten- 
tias attinet, traetatio septimi gradus adbuc sine negotio succedit. 



Iiex attracttoiil* alt determlnata per 

J. 6. 

Noto modo erues formulam 

quam in generali orbitaram aequatione substituendo, obtinebis 



P^ c.br 

/^ c.r.Ür 

*"^V[M-«V+(*'-£)r«]' 



sive 



•) Hie erat casus* quem ad praemium reportandam faaias Iraclari. 

41* 
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aut posito r* ■> q, habebis 

(2.) g> - fL i^- ,. 



I • Casus« 



Primum ponamus esse &*— ~« ■■ 0, quo in casu aequatio (2) in simplicio- 
rem forrnam se constringit: 



aut, quia 



est, oritur 



sin** 






unde facile derivabis tangX, - r- g - ---^ -— , itaqueesttangjir-y^^, 

Pitt A *^ 

quod postulat, ut sit 9 « ö\ Exstat igitur punctum aliquod curvae, ubi radius 
vector cum tangente angulum facit rectum. Quare in hoc puncto initium mo- 
▼endi capiatur. Est igitur 

unde proficiscitur aequatio 

I. r* ■* a* cos2cp, 

pertinensad curvam lemniscatam , quam primus consideravit Jbc. Bernoulli et 
quam duplo gaudere oriundi modo notissimum est. Etenim primum, omnibus 
trigonis supra eandem basin ita constructis, ut ipsorum latera variabilia secum 
multiplicala dimidium baseos suppeditent quadratum, curva, quae trigotiorum 
verticibus describilur, est lemniscata. Porro, si perpendicula ex hyperbolae ae- 
quilaterae centro in lineas, quae ipsam tangunt, omnes demiseris, perpendiculo- 
rum pcdes positae sunt in lemniscata. (Fig. 13.) 
lllico ex aequatione curva obtinebis : 

J(ir <* — \ a2 j cos2g>.8<y> » Jo 2 sin2qp pro $ < jor, 



ita ut area 2 tinius quadrantis sit 
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11(2). 




2 - io*. 








Pro tempore / invenies 














11(3). t i 


« 5i # sin29 pro 


<g,<- 4 7r 






et pro toto 
lapso 


tempore T ad 

Ho)- 


unura 


lemniscatae 
•* 2* 


quadrantem 


describendum 


praeter- 


Vj»«t«i»%rlii wi 


**^««4lS\m A«*% Afil 


l-lt 


l/»lffl*» / M 


a 4 

■ — — » tIVA 







H ( 5). ^ *= 2 r ' 

ila ut eadem conditione servala pro alio puncto mobili valeat Y/u = «ro, unde 
concludimus esse 

11 £-£ 

i e. Pro omnibus punctis mobilibus, quae circa eundem polum in lemnisca- 
tis mocentw , tempora ipsa proporlionalia sunt quartis potentiis semidiame- 
trorum. 



•♦ Casus* 
Nunc sit difTerentia k 2 « positica y ita 11t accipJamus 

in qua, si loco radicandi ponatur 

(Q-a'XQ-^fQ+y') - Q 8 - (a» + /5* - yV~ {(«*«+ £V -a'^J«? + «W 

membratim adaequando invenies esse: 

unde deducitur 
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(m s 1 c« + a*ß* + /?* __ c»o' 

Si ponatur esse a? > yS* , radices sequuntur hunc ordinem : 

propterea quod -s ■■ zj-jtji monade minus est. Variabilis q aut inter limites 

et ß 2 , aut inter Hmites a? et od versari potest. Prout unum aut alterum casum 
valentera facimus, curvae prorsus alia erit natura. Insuper facile intelligitur, et pro 

9 = /S a , et pro 9 = a 3 , fieri tangA; = r q- = od, quapropter simplicitatis gratia 

limitem arbitrarium a in uno casu cum ß 1 , in altero cum a? commu tetur, ut mo- 
vendi initium capiatur in eo curvae puncto, ubi radius vector cum linea tangeute 
angulum facit rectum. Quo posito, consideranda sunt integralia 

ubi valent relationes 



(7.) 



a» + /9» AV* - /* 



atque 



(8.) 9> = |/ * + / ji •Mfr—MHJ'Kf-i-rt] P r ° « < 9 
ubi exstant aequationes 



, ft . y a*+a > /3 l +/3 i c*a* Pa* 
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Consideratur primum integrale: 



Ponendo Sr"^ — ar» nancitcimur Iimites rr = et x = — » — ■— , 

7+9 y « 

quod roonade malus est Qua ex substitutione proficiscitur integrale 



'Jk 



cuius forma baud plane congruit cum forma fundamental! 



o 
a* + y % 



ß 



propterea quod ^'jfß* ^ * niodulus esse non potesL Qua de causa ponatur 






x» . «V, 



ita ut fiat 

atque Iimites evadant z ■■ et l » ^|/-,-^ Ä jp* 4™ a krtiori nionade 
maior est. Quo facto emergit integrale 



tf 






B 1 
Si nunc ponatur z « tangamu, limes superior D** tangam/? et coefficiens 

V u' + ctp+p * f 

inde procedunt relationes 

(11.) u wm €(p atque p » «17, 

dummodo is valor anguii 9, qui argumentum u cum/7 adaequal, per?; designetur, 
Itaque ex aequationibus 



tang 



1 • a % + f • * f 
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et tang am^ = -v -?§ proficiscuntur : 

« n f l 1 

x* ■* / 4 tang am u =* — ^ = — t , 

tang coam ti tang coam eqp 

-, a x J tangam^ — 



7 tang coam;» tang coam ei? 

et quia posuimus x 2 «■ » + = 2 » , emergit aequatio curvae 

n » y» + r* 

U. tang coam tf ■■ /p_ r » , 

aut vice versa 

r* ■■ ^ sin* coam u — y*cos*coamtf, aut melius 

i* ■■ ^(sin*coami/ — t an g coam/;. cos coam w), igitur 

% ry. coa coam P — coseoamff 

^ - ß 2 . 

coa coam p 

II ( D . -J seu 

2 /p coa coam ( g ff) — coa coam (ß y) 

coa coam (*lj) 

Cresccnte angulocp a valore usque ad ??, decresclt r a valore±/? usque 
ad 0. Magis augescente <p, fit r imaginariusj donec u = 2K — p evasit; tunc r 
realis fieri coepit atque manebit realis usque ad u = 2K-h p. Omnino facile 
intelligitur, r esse realem 

ab u = — p usque ad u = +/* 

(12.) 1 n u = iK—p » * u = 4JC •+•/> 



contra, imaginarium 

ab m = /? usque ad i/ = 2iv — // 

» i/ = 2AT +/> M » u = AK — p 

(13.) { » i/ =s 4t K -+-/> » » m = 6ä[-/? 



* u = 2nK+p * » «* = 2(ra-t-l)jE — /;. 
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Ex innumeris igitur congruentibus lemniscis curva composita est, ita ut 
forraam in modum rosae concinnatam induat; quorum lemniscorum vertices cir- 
culo cum radio/? constructo tanguntur. Praeterea aequatio non mutabitur, si — <p 
loco cp et — r locör posueris; quare curva in quatuor partes demittit tales ramos, 
quales modo descripsi, quorum duo, qui in contrariam partem flectantur, initium 
capiunt in primo curvae vertice, ubi 9 = est; et duo alten, pariter in contra- 
riam partem abeuntes, in eo exordiuntur vertice, qui primo diametraliter oppo« 
situs est. Qui quidem quatuor curvae ductus in Universum per circuli spatium 
procurrunt, folium post folium devolventes, sed nunquam circuli peripheriam in 
eodem puncto tangentes, in quo forte ante fuerunt. (Fig. 14. a et b.). 

Quadratura nullo negotio efficitur. Nimirum ex curvae aequatione 

>' — t?(\ — c08>coam M 
P \ cos'coamp/ 

illico derivabis: 

cr = ^^SP-J cos«coamp-; S!ve 

tom / C u co8 , coam«.8«\ 

cr=^g)-J «cos'coamp ) P ro U <P- 

. r u , ei« — x , sinamti.sincoam« — x^.u 
atque quum sity cos*coamu.8u = ^5 * ontur 



, r* ( elu— x*sinamu.sincoamu — x^.trv . 
»-l^l* , x Wcoa m p ) s,ve 

T¥ . r* ^coimp.tf + ^tioimtf.tiocoimtf — ei« 

pro u<p. 

Qua in formula si u= p ponitur, emergit sectoris area 2?unius dimidii lemnisci. 

2 2.. 
Denique si er cum factore -«■■^ multiplicatur, iam oritur tempus 

„ ß u.^coamp + x'ainamtf. aiocoamtf — elu 

w * «x'coa'coamp 

et pro toto tempore ad quodvis dimidium folium describendum praeterlapso 
habebis : 

nrri ß P > ^cot ap + x 1 tili im p > aincoamp — elfp) 

w * «X 1 coi t coamp ' 

ubi valent formulae : 

Crclle f Jooroal f. d. M. Bd. XL VI. Heft 4. 42 
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y y 

tangcoamyp = -5 , sincoam^? = T/z-gi . ^v » 

ß a 

coscoam^ = ^i— ^ , jcozmp = y^ + fi, 

coscoam» ßi/a*+y* 3 1 

et ""■»/> = "3*55* " «K^T? - «'*• 

Consideratur alterum integrale: 

-l/ at + eff + ß* f« JÖp , 

»= K"-7^^?B^M -/*>(? + /">] P r ° ««?<»• 

Statuto 0~£i — #* variabilis x inde a limite usque ad limitem 1 crescet, dum q 
inter a 1 et OD versatur. Unde facile derivabis 



" = fm= 



quod integrale non solum cum formula fundamentali 

Twi 1 om pro a; = sin am u 

ß* + y* 
plane congruit, verum etiam modulus a . f = x 2 £t ille, quem modo in priore 

integral i adhibuimus, in eundem valorem coincidunt; imo etiam coefficiens idero 
est, qui supra nobis occurrit, et qui ob eam causam iterum per « designetur. 

ß* "f- y 1 a*— 3* 

Obtinemus igitur, ponendo a>+ » = x* , t . , « x*% x — sin am tf et 

relationem (15-) m ■» «qp> 

itaque sin 1 am (€9) =» a?* ■* ^, « T~5i* aut vice versa 

III. r* = a* + (a* — ß')tangam f («<p) • 

Sed, ut formam huius curvae intelligas, tecum reputare velis, esse r=±a, 
quotiescunque argumentum u aut eq> adaequasti cum pari multiplo quadrantis K, 
sed «a db od fieri, ut primum u evasit impar multiplum quadrantis. Curva igi- 
tur infinitis repetitionibus circulum, qui cum radio a constructus est, relinquit in 
infinitum abitura, atque ex infinito regressa semper circulum illum tangit. Ae- 
quatio non mutatur, si — 9 loco 9 et — r loco r ponitur. Qua de causa haec 



13. Siader, de orbitis et mot puncti circa ccntr. atiracf, 317 

curva, ut superior, in quatuor partes demitiit iales ramos, quales posilivoep et po- 
sitivo r describunlur. (Fig. 15.) Quod autern ad punctum mobile pei tiriet, hoc 
tantummodo per unum procurrcre potest ramorum membrum, quum quodvis in* 
finite magnum sit. 

Ex curvae aequatione statim habebis: 

a f «* — /?* f* , 
er = «-.cpH s — J tang amz/.8<p sive 

er ■■ -j • «pH ^—ytang'ami/.ÖM. 

Q, 1 — cos'amu 1 . 

num autem sit tang* amu « „^^^ *» ,^i=l — 1» ootinemus 
© cos am« cos amu ' 

s* u Bu 
Sed ff cos^ünu * nvcnitur h° c modo. Differentiando logeosamu oritur 

8 log cos amu 

q-- ■■ — tangamz/.^amu et 

8* log cos am« _ , , x 



/« 



= — x'cos am u — 



8t** " "• ö,u - cos'am* » 

ita ut integrando procedat: 

y° u elu — x # *.i* 
cos a ami/.8i/ ■■ -§ — — 9 evadit 



|U 



8tf tang am « # J am« — elu-f-x^.u 



r 

I cos'amu x^ 



quem valorem, si supra substitueris, iam emerget 

a % g* — /9 1 tang amu. z/am u — elu 

111.(1) er = -j . SP + 2 .« # j?» ' 

unde intelligis sectorem er propter funetionem tang amu infinite magnum fieri, 

2 2. 
si u a valore usque ad K suecrescat. Multiplicando er cum - = ^r , iam ob- 

tinemus: 

,__ a a 1 _/?> tang amu. z/am u- elu 

III.» ' = * • 9 + "SV" ' * r * • 

42* 
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ubi loco tangamu.Jamu scribere licet tang\am2u. Tempus /, ut sectorem 
er, pro u ■» K infinite magnum fieri, plane perspieuum est 

*• Cmiuu 

Differentia Zc 2 — —« sit negativa. Quo posito fit 



>i 



ubi radicandus compositus esse potest ex bis factoribus: 

(a» + o)(/J» + o)(y*-o) 
- - o' — (a» + ß* —</) 0» + {(«» + /?»)/ — a'/F}© + a*£Y ; 

uade comparando intelliges esse 

(a a + /3*)y» — oJ/S* - 0, 



sive 



«» + /?• °~fA-W 



quare oritur 



t» +/ j» p-k % <fi ' 



>ff 



Quia 9 ■» r* negativo valore esse non potest, tantumroodo inter liraites et y* 
inorabitur. Itaque ponamus <y* loco arbitrarii limitis a, unde fit 

» - rl «*+/?• rJvc*+9XttPF=9) pro ° < 9 < *• 



ubi valent relationes 
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Posito ^r^ = x 2 , oriuntur limites et ^ = |/\ fl>+ J < 1 , atqüe integrale 
ipsum mutatur in 

» = » / V+/»'K«'+^J,|/(- (l+ ^( 1 + ^^-j F» • < • <ß ■ 

Faciamus nunc iterum esse a?7> (P, ita ut habeamus eundem modulum, quo su- 
pra usi sumus, scilicet 



* — a *-i-y % * * — a «-f-y* ; 



praeterea coefficiens integralis plane congruit cum illo, qui in prioribus duobus 
integralibus apparuit. Itaque, si ponatur x = tangam u et inaximus valor quan- 



.•_ .• 



titatis x = ß = tangamp, emergit 

(18.) u — «g> , p — €^ ; 

dummodo 17 valor sit is anguli 9, qui respondet maximo argumento p ; atque ae- 

V * — » Q y* mmm f* 

quatio curvae fit tang'arau = tang 2 am(*cp) = <r* = ^ — a*"".!"^ > aut ▼** 
versa: 

IV. r* = y* cos*am(c 9) — /Fsin* am (« <p) , 

aut melius: 
, -/ , , . sin 1 am(aa))\ , 

, Tr , . iinUmCetj)— §io , «m(«a>) 
1V <»> ^ " ' * ■, /,„•> » 

Quod ad formam huius curvae attinet, ei summam similitudinem esse cum illa (II), 
cuius aequatio erat: 

cos 9 coamp— cos'coamti 



F* — i»*. 



cos'coamp 



iliico perspicies. Pari modo, quo illa, haec curva formam induit in modum ro- 
sae concinnatam, propterea quod itidem ex innumeris composita est congruenti- 
bus lemniscis, quorum vertices circulum cum radio y constructum tangunt. Pa- 
riterque ac illa in quatuor partes demittit ramos, qui per circuli spatium, exten- 
duntur, lemniscos continuatim devolventes, sed nunquam ibi circuli periphe- 
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riam tangentes, ubi quando eam tetigerunt. (Fig. 14, a et b.) Exteroplo curvae 
aream eruere licebit. Revera nancisceris 

y * / f* sin 1 am «qp . Ba>\ 

« - 2 \* --J irf-r) p r ° » < «» aut 



y*/ C «n'MBu.öirv i 

S"V 9 ""J «8in«am 1 ,;P roM </'' unde 





er ■» 



2" V* ~ €x«8in k amp) aut 



unde pro w** p proficiscitur tota area 2 unius dimidii lemnisci : 
iv *»«£ clp-p.zframp 

ei tempus a vertice usque ad aliquem locum in dimidio lemnisco praeterlapsum, 

v cltf — U./Pimp 
*' «X**#in*amp 

et denique totum tempus Tin dimidio quodam lemnisco describendo consumptum, 



IV««. / 



n exVsm'amp 



/n /r/$itf idtimis integralibus sä <*** ß. 
Qao posito fit y 2 — f <*', atque in daobus primis integralibus « 6 ■■ -pr * in 

ultimo «* = -jzi itaque oriuntur integralia 

^- a ^-/(l«-Ä+?)P roa>,?>0 ' 

9 - «Vi •/(«»+ eTAj«' -7) p«-o i«' x? > o , 

quae omnia in limite inferiore infinite magna redduntur ; qua de causa ita iotegremus, 
ut integralia in limite inferiore evanescant, id est limites invertamus, ponentes 
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9» = "VM (c ._ ( , ) ^ ( . e . + e) pro «»>(?> , 



9 = « Ks -J (p _ «») V(ia*+ ß ) Pro a < <? < » , 



y = »nJ( a » +g) ^, e) proO< P <i«'. 

Si nunc in duobus primis posueris ~^%^ = z\ in ultimo 3 ± = a:% eiuer- 
gent integralia 

9=1 HIT« pw» Fl < * < 1 » 



• 

9=/n^ 



pro 1 < z < OD 



pro <x <Yi 



unde, ponendo Sit cJanfl^J = <?? procedunt aequationes: 

2an 9 (5 + 9 ) = x=V(^^) 

aut vice versa . 

V. r* = J«»[3£attg*(*+9>) - 1], 

VI. r* = i^ßGöt 2 ? - 1], \ ubi est Satlgd = Vi . 

VII. r 1 = i« 1 [i-3San0 a (d-9)], 

Quod ad priraam curvam pertinet, crescente angulo cp a limite usque ad OD, 
etiam crescit r a valore usque ±a. Curva igitur est dupla spiralis aliqua ex 
centro circuli cum radio a constructi demittens duo membra, quae per circuli 
spatium in contrariam partem procurrunt atque, infinitis circa centrum revolutio- 
nibus factis, circulum ipsum tangere contendunt. 

Altera aequatio (VI.) docet, radium vectorem, crescente angulo g> a valore 
usque ad ± OD, decrescere a valore ± od usque ad ± a. Itaque haec curva 
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spiralis est quadruplen, quae et ex positivo et ex negativo infinito duo demittit 
membra, quorum bina in contrarias partes extenduntur atque, infinitis conversio- 
nibus circa centrura peractis temporeque infinito praeterlapso, ad circulum com 
radio a constructum appropinquare petunt. Sed hoc per se intelUgitur, punctum 
mobile per unum tantummodo ramum progredi posse, quum quodvis membro— 
rum tempusque in ipso describendo consumptum infinite magna sint. 

In ultima curva est r = pro <p = 0, sed r = ± aj/J pro cp = <f j an— 
gulo cp magis crejcente decrescit r atque iterum = evadit, simulac 9 valorem 
25 adeptus est. Sed pro omnibus ceteris anguli ? valoribus, qui 28 quantitate 
superant, radius vector permanebit imaginarius. Itaque ex duobus foliis constat 
baec curva, ita ut ea aliqua ex parte similis sit lemniscatae. Angulus, cuius inter 
crura utrumque folium continetur, definitus est per formulam 

*""» 2!> = iÜSpS - nft - 1 W - »1* - »- 60 * 

ac quidero, Gudermanni tabula numerorum longitudinalium adhibita, inve- 

nitur esse 

* ss 37" 43' 41". 

Ut denique curvarum areae deriventur, ipsarum aequationibus primum ita scriptis: 

^ == 4a'[2 - 3(1 - Sang (8 + ?>))] , 
r* ss |a»[3(l - San* (d - ?)) - 2] , 

formulisque ftSangar = (1 — Sang«) 9« , 

8©0tx ss — ($of x — l)öx 

rite adhibitis, integrandum est, postquam aequationes cum idqpmultiplicatae sunt; 



Denique valeat lex attractUnts pronnnclata In hmm formal«: 

Postquam omnes eos casus-, qui vulgaribus tractari queunt subsidiis, in 
disceptationem vocavi, nunc consideretur problema generale, quod in singulari 
casu etiam absolvere licet 
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Revera reperies 

(i.) <? - v-zß.tr - *,_,,, ra=a* - «•-*,*; 

quo valore in generali orbitarum aequatione Substitute orietur: 

cor 



Mi 



♦■.fc 



[-•»+ ?&+(«■- jfci)''] 



sive 



(2.) ' er ör 



9 ~J a V[p- ctT *- 3 -*-( k *-7=i) r '- 1 ] 



Si nunc ponamus, celeritatem initialem ita comparatam esse, ut sit 



(3.) 



<? 






in aequatione (2) tertium radicandi membrum evancscet, atque integratio ipsa 
succedet. 

Casus singularis. 
Ponendo k 1 =» —^ t aequatio(2) transit in 






aut quia est /i «■ A 3 . a"" 1 , <? =■ a'/c'sin*^: 

C4) ' -J.vS. 



Haud dif Beile erit intellectu, etiam in hac generaliore curva exstare aliquod 
punctum, ubi X =■ \n esse potest; nimirum invenies valere formulam 

•in* iL 

., i/a^-r»- 3 

ldeoque tangja ■» J/ — 



id quod conveniet, si r =» a evaserit. Quare in hoc puncto motus exordiatur, ita 

CraUe's Journal f. d M. Bd. XLVI. Heft 4. 43 
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ut celeritatis initialis k directio primam puncti sollicitandi distantiam a centro sub 
angulis rectis perscindat. Quo facto habcmus 



•-/- 



a 

unde, ponendof—i ■» a? f proficiscitur 



» a>r>0, 



2 



.3 Z 1 * _ ÖJ? 



-j- . <p = arccos[(~ j J , aut 

I (l) . r '<"-» _ fl fcM> . cos [J(*-3) <p] , si ve 

I (a)# r n ^ - i. a n -*[l + cos (71-3)9]. 

Haec aequatio innumeras continet siogulares curvas, quarum simplicissima emer- 
git posito 7* ■* 1, scilicet: 

(5.) a = r.cosg), 

quae est aequatio rectae lineae quantitate a distantis a centro. Ponendo n ■■ 2 
proficiscitur aequatio vulgaris par aholae\ 

2a a_ 

(6*) r ** i + cosqp ~~ 00.19' 

2 

ubi 2 a par est parametro. Sed in eo casu, ubi n a 3 est, aequatio nihil docet; 
id quod dicere vult, hoc in casu relationem inter r et cp non adesse. Etenim su- 
pra (§. 2) cognovimus, pro n =» 3 f pro l = \n et pro fi = c % — a'Ä 2 oriri ae- 
quationem circuli: r ■» a. 

Sin autem est n>»3, quotiescunque #» impar est numerus, prima aequa- 
tionis forma accommodatissima erit, pro pari n altera magis probabitur. Pro 
numero integro n et pro n >» 3 , aequatio nostra magnum curvarura repraesentat 
genus multifoliarium, quarum natura mutatur, prout n par aut impar erit nume- 
rus; ac quidem omnes, quae ad imparem spectant numerum /? 9 compositae sunt 
ex foliis, quorum quodvis aeque amplo, ac ipsum implet, angulo separatur a 
proximo; sed in omnibus, quae ad parem numerum n pertinent, folia inter se 
connexa sunt. Etenim illic radius vector fieri potest et negativus et imaginarius, 
hie semper positivus est. 
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Sed id potissiroum tantopere opprimit, quod in primo curvarum genere 
quasi curva monofolia primus apparet circulus, cuius in peripheria sedes est 
accelerationis : 

(7.) r ■» a cos <p 

_ 2(i 2aU f 2aV 
pro Ä-^r«-^ --7-. 

quem circulum sequitur lemniscata quasi bifolia: 

(8.) r*-a*.cos2<j) 

„ 3ft 3a«A* 3aV 
pro Ä--^r = -p- - -^r-, 

cui proxima est Irifolia, quae constat ex tribus separatis foliis (Tab. VII. Fig. 16.), 

(9.) ^«^cosSy 

u ifi 4o i * 1 4aV 

pro «=tt- — — - -71- 

et sie deineeps ; 
quod autem ex allero curvarum genere simplicissima quasi monofolia procedit 



cardioides : 






(10.) ram \ a (1 + cos 9) 


pro 





quam quidem sequitur trifolia, sed foliis inter se cohaerentibus praedita : 

(11.) r«}a*(l + cos39>) 
D , fi . a** f h a*c % 

pro Ä-| •£ - I--J3- - |-~r , 

cui proxima est curva quinquefolia item cum foliis inter se connexis (Tab. VII. 

Fig. 17.): 

r 1 ss Ja* (1 + cosbep) 

D 7 /u 7 a 7 ** 7 a h c* 
pro Ä = ip - 5- TT ö J*-jr 

et ceterae. 

Quod ad huius generalioris pertinet curvae aream, ititegratio indefinita non suc- 
cedet; sed totam aream unius dimidii folii parvo artificio ope funetionis Euleria- 
nae r() computare licet. Nimirum ex aequatione 

iV*+ = aJ ( "-*>. cos [Kn - 3)] 9 

43» 
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intelliges, punctum mobile per unum diroidium folium procurrisse, si angulus 
<p creverit a valore usque ad q . Si igitur aequationem 



4 



* — 3^\»-3 



r a = a'(co»^g>)' 
cum \Qq> multiplica veris ^ pro tota unius dimidii folii area JS obtinebis 



-2 « W'J "^(cos^-y cp)""" 3 . 8y, 



quae formula ponendo — $-"q> = i|i redit in hanc: 



a* r4» — 



Porro ponatur simj>= x 9 unde fit 






(cos a|>)"- 8 . 8iJ» =s 8 (sin o{j) (cos il»)""" 3 = » (»n "$) (cos a •l|>)* , -• = 8x(l— x") 
itaque, si scribamus parumper/? loco a _g , oritur: 



o« 



Z^'fd — xy- 1 .»* sv 



a* 1 



zr»'/( 1 + *T~ l (i - *r* . » *. 



Prout nunc 1 — x = 2jr aut 1 + x = 2/ posueris, emerget: 
a„t 2 - ?££ -J y- . (1 - y) r». 8<r 



aut ^ «, __:._ .y ^ (1 _ yr i. 8r> 

Utrumque integrale par est areae unius dimidii folii, itaque addendo procedit 

2 ^- ^r(//- , a-rr , »r+/y- I (i-yr 1 öy)' 

quae integralia in unum se coustringunt, ita ut habeamos 

o 
Secundum notissimam formulam 
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jy v-yr -»r- /-(«+£> » 

• 

est atque a et # valores desiguant positivos , nanciseimur 

2*^.o» r(p)r(p) 
" »-3 ' r<2j0 

aut, si valorem numeri p restitueris: 

2 »-a » #0 * I na ' Z=j) S 

cuius ope inter alias etiam aream illius tr/foliae, quam supra (in §. 5) eonsidera- 
vimus, afferre licet, si n = 6 posueris; ac quidem ipsius area dimidii folii erit: 

u. ^ - 3 a r(J) 4g o r(j) . 

Ex formula, quam invenimus, etiam tempus 7 in describenda area 2 consump- 

2 2 

tum dedueimus, tantum multiplicando cum - » -r : 



I(4>- * - -^3 w»-f-U P ro " > 3 > 



- K-^r 






Insuper perspieuum est. conditionis aequatione 

servata, numerum /i quolibet gaudere posse valore formulasque erutas non 
mutari. 

Ad extremum si respiciamus indolem naturamque curvarum, quas inve- 
nimus, Consta t, nullam adesse, quae, ut vulgaris ellipsis, conclusa sit simulque 
extra centrum attractionis permaneat. Sed eae, quae per centrum non transeant, 
semper in infinitum extenduntur. Quam ob rem omnes illas curvas tantummodo 
cometarum cursibus idoneas esse inde colligimus. 

Scriptum Berolini mense Febr. 1853« 
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14. 

Beitrag zur Theorie der Bewegung der Räder 
fbhrwerke, mit Inbegriff der Dampfwagen. 

(Von Herrn J. P. O. v. Heim, Königl. würtemb. Oberstlieutenant a. D.) 
(Schloss von Nr. 4, 9 und 11 in den drei vorigen Heften.) 



Zweites Kapitel. 
Der sechsrädrige Dampfwagen. 

II exelehnanfeii. 
$. 69. 

lieben den im (§ 56) angeführten Bezeichnungen, welche im gleichen 
Sinne, wie auf den vierrädrigen Dampfwagen, auch auf derf sechsrädrigen be- 
zogen werden, kommen für den letztern noch folgende zur Anwendung: 

2Q„ ist das Gewicht der beiden Tragräder mit ihrer Achse, r„ der Halb- 
messer des auf der Bahnlinie gehenden äusseren Umfanges derselben, q„ der 
Halbmesser des in den Lagern laufenden Theiles der Achse; 

27V„ der Druck der beiden Tragräder in senkrechter Richtung auf die 

Bahn ; 

2R„ das Reibungs- Erfordern iss zur rollenden Umdrehung dieser Räder; 

20 

— " Ar,,* das Trägheitsmoment des Tragräderpaares, mit Inbegriff der 

Achse, in Bezug auf die Axenlinic; 

u„ die Winkelgeschwindigkeit der Tragräder, in dem Sinne wie u (§. 7.) 

genommen, und U„ =* -*- '-gjf ; 

<p„ der Coefficient der Reibung zwischen der Achse der Tragräder und 
ihren Lagern ; 

ü, der in seiner Protection auf die Bahnlinie genommene Abstand zwi- 
schen der Axenlinie der Tragräder und jener des hintern Treibräderpaares. 
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E„, F„ und G„ beziehen sich in gleicher Bedeutung auf die Achse der 
Tragräder, wie E $ F 9 G (§. 7) auf die Achse des zweirädrigen Fuhrwerks. 

Rollende Bewegutg. 

§. 70. 

Indem man hier sogleich G = G, wie bei dem vierrädrigen Dampf wagen 

F 
(§. 57) annimmt, und E+E l *=E % , F+F x = F l9 -=? = <?, setzt, wird der 

sechsrädrige Dampfwagen als aus drei verschiedenen Systemen fester Korper be- 
stehend betrachtet werden, von denen der ganze Dampfwagen mit seinen Rädern 
und Achsen zusammen das erste (§. 8), das doppelte Treibräderpaar das zweite, 
und das Tragräderpaar das dritte ist 

Zu den sechs Unbekannten des vierrädrigen Dampfwagens kommen dem- 
nach noch die vier weiteren auf das dritte System bezüglichen hinzu, nämlich R t „ 
N„, E„ und G„ 9 so dass die ganze Zahl der Unbekannten sich auf zehn beläuft, 
während die Zahl der zu ihrer Bestimmung dienenden Gleichungen nur neun 
beträgt. Hieraus sieht man, dass die vorliegende Aufgabe, wenn sie auf Fuhr- 
werke oder Dampfwagen mit drei oder überhaupt mit mehr als zwei Räderpaaren 
angewendet wird, zu den unbestimmten gehurt; eben so wie die Frage, in wel- 
chem Verhältnisse der Druck einer auf mehr als drei festen Puncten ruhenden 
Last auf diese verschiedenen Puncte sich vertheile, eine unbestimmte ist, und ei- 
ner Entscheidung auf dem Wege der Rechnung etwa nur dadurch fähig wird, 
dass diese zugleich auf die durch den Druck entstehende, wenn auch noch so 
geringe, Gestaltsänderung der unterstützten Theile Rücksicht nimmt. Da es sich 
hier insbesondere darum handelt, wie gross die Theile iVund N x der Summe 
N + N x sind, d. i. wie der Gesammtdruck der beiden Treibräderpaare auf die 
Bahn zwischen denselben sich theilt, so wird man die Gleichung N x = X(1V+N^ 
den neun aus den Bedingungen der Aufgabe sich ergebenden Gleichungen als 
zehnte hinzufügen, und die Verhältnisszahl Ä/, welche nur zwischen und 1, 
beide einschliesslich, liegen kann, in der Folge durch eine weitere, entsprechende 
Bedingung näher zu bestimmen suchen. 

Die in die Gleichungen eingehenden Kräfte und Widerstände werden 
nach denselben Richtungen wie bisher zerlegt, und deren Momente für das erste 
System auf den Punct, in welchem das hintere Treibrad und die Bahn sich be- 
rühren , für das zweite und dritte System auf die zugehörige Aienlinie bezogen 
werden. 
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Wird das Vorausgeschickte zum Grunde gelegt, und beachtet, dass bei der 

dm 

rollenden Bewegung jj- = r,u, = r„u„ oder U t = (s x — r^X^ U„ = (s„—r„)X 

ist, so finden sich, die Achsen der Räder als an diesen fest vorausgesetzt, für ir- 
gend einen Augenblick der Bewegung folgende 

( J<) Gleichungen der rollenden Bewegung 
des sechsrädrigen Dampfwagens: 

1) _ Kcosß — S + A R, — 2R„ — (P, + 4Q, + 4Q„)($ma + X) — 9 

2) - Ksmß +2(N+ N, + N„) - (P, + 4Q, + 2<2„)cos« = 0, 

3) — ncosß. K+ eP, + (acosa — 2r,sina)20;, + (a,cos« — r„sin<*)2Q„ 

— 2aN, — 2a,lV„ — mS — (hP,+ is,Q, + 2*„4Ö;„) X = 0, 

4) 2 E % (G a -9,) + 4R,+ T. F0 + - 4Q, (sin « + JT> = 0, 

5) - 2^(1 + ^0 + 2^+^)— r.F,0 + -4O;,cos« = 0, 

6) - 9,0,. 2.^(1 + G») - ir,R, + T.F t 0+ - 4Q,(j,- r,)X = 0, 
7)2£,,(G,,--9,,)-2Ä„-2<>„(sin« + *) = 0, 
8)-2£ // (H-c P „G // ) + 2iV // -2Q // cos« =0, 

9) -%q„.2E„V(l + G„*) + 2r„R„-2Q„(s„-r,jX = 0, 
10)A r ,-X,(iV+ir / ) =0; 

aas welchen Gleichungen, indem AT und X vorerst als gegeben betrachtet werden, 
die Grossen X, R, , R„ , iV, JK, , iV„ , jE, , G a , 2?,, , G„ als Unbekannte zu ent- 
wickeln sind. 

§. 71. 

Wird zu diesem Ende, in Uebereinstimmung mit. den vorangegangenen 
Auflösungen , 

k^; statt ]/(l + Gl) , UJ^Sj statt fll + G„«) , 

r,V(i -»- g>?) - <"' ' »vyci+O "" ^" 

und zugleich 2.E, (G a - 9,) = F 2 , 2 £ 2 (1 + 9, G a ) = Z % , 

2E„(G„-<p„) = Y„ , 2tf„(l + 9„G„) = Z„ 

gesetzt, was 2A, — -fqr^T » ***— l+(fX , & » — z, - Vl 7, ' 

ZJL " ~ ~l-*-a>* ' ^" ~~ *" 1"+^»^ » **" ~~ Z — a> F 
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giebt, so dass die Grössen Y n Y,„ Z n Z„ statt JE„ E„, G„ G„ zu entwickeln 
sind, so erhält man aus den Gleichungen (T) : 

(1, 4 u. 7) Y % + Y„ = —Kcosß-S- T. F0+ - P t (sin a + X) , 

(2, 5 u. 8) Z % +Z„ ss J>,cosa + Kslaß — T.F,0 + , 

(3, 5, 8 u. 10) (a, — Xa)Z t = C + (ncosß + a^mß) K — ( ßl — Xa) T.F t 6+ 

wo C = (a,cosa— c)P'— acosa(l— 2%)2Q,+(^',Q,-f2r tf Q ,)sincb+-rnS ist, 
(4 u. 6) 7 t - /h Z % = 4g i (sina+^)-T.(i F % 6+ + F0+) , 

(7 u. 9) Y„ -tL„Z„ = 2Q„(sma+'fX) , 

und findet durch Auflösung dieser fünf abgeleiteten Gleichungen: 

(«,- Xä) [T.(}r,Fi 6+ + (i,F, ö + )-K(c08ßH^„smß)^P,^Q l +2Q,)nna- ( t„P l eosa^s] 
y^ — 0*,-iQ[C-H (»coi ß+a,tinflK\ 



(a, - Xa)(P, +4±Q,+%% Q„) + (?,- ^(Ai* -h 4», Q, + U„Q„) 



(P /+ 2^0„){p,[O^cos/9tysinfJ)li^ 

^hP,+4»,Q,+2s,,Q l ,){M,(Kcosß+fi„smß)^P,+2Q l ,)sin(^/i^P,cosa^^^ 
-^,[T.(iF,ö + +F0 + )-4 ftsin «]-,£ [(o, - Xä) [K(co$ß + ft„ sin/9) 
-t- (P,+ 2Q„)sina -t.ft„P,cos « + T. F0+ + S} — fi„[C+ (ncosß + a»8in/g)g] 
(.a f -Xa)(P, + 4^Q f + i t fQ„) + (f*,-fi n KhP l + A*,Q, + Z*„Q„) 

(P,n±QtäQ,,)[<Mnco8ß+ ai mß)K-(o r Xa)TT,^ 

- K(cosß+ t*„siaß) - (P, + 4Q, + 2Q (> )sin« - ^,,P,co8« - S] 

(a, - Xä) (p + 4*0, +2*'Q„) + 0«, - fO (A P, + 4 «, 0, + 2»,, 0„) 

(P, + 4 %Q)[p,Ua, — Xa)P,cosa — (ncosß + Xasinß) K- C] + (a,- Xä)2Q„$ina] 
+(hP l + 4s,Q, + u l ,QJ\ji,,[K(cosß + ft l siaß) + (P l + AQ l )siaa + fi l P,cosa 
-T.(lF,ö ++ ti,F,0 + ) +s] + p,.20„sin«] +2 £P„[ (o '- Aa)[7-.(^ + +^A) 
— jKcos/J - (P, + 40,)sin « - s\ - fi, [C + (n cosß + a, sin#) E]"l 

r„ - . _ J » 

(a, - *a)(P, +4*0,+ 2? 9,) + (/*, - fJhP, + 4#, Q, + 2»„ 0„) 
Creüe'f Journal f. d. Bf. Bd. XLVI. Heft 4. .. 
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[(?/ + 4 %Q, + 2^Q„)((o,-Ao)P,cos« - («cos/J-f- Xasinß) K - C)] 
-*- (ÄP,+4»,Q,+ w„p„)[j?(cos/? + p,sin#) ■+- (P, + 40, + 20„) sin« •+- /*, P, co$a + S 

z = -r(lr^ +rA9J\ ^ 

(a,-Aa)(P,H.4^p,+2^-ft,)H-(^-/*„)(ÄP, + 4*,^ + 2#„a,) 
womit zugleich , vermöge : 

(4u.6) 4R,=T~F 2 0+-v,Z2-4Q,Q f - l)X = 4Q,(s\na+X)-Y 2 -T.F0+, 
(5)2(ff+N,)-Z 2 + 4Q, cos a+TF^, 

(7u.9)2/^«,*,,Z„+2e,^ 
(8) 2N„~Z„+2Q„cosa, 

so wie, vermöge (3 oder 10), JV und N f einzeln genommen, entwickelt sind. 



§. 72. 

Wird zur Bestimmung von K der so eben gefundene Ausdruck von X 
dem auf die rollende Bewegung des augehängten Wagenzuges Bezug habenden 
(§• 59), nämlich 

JC(cog/g-hftSin/9)— |jß{ 

gleich gesetzt, so findet sich für die beschleunigte Bewegung: 

~(q,-|U„)[{p+4;g}c-(AP > +4*,Q > +2*, < Q, > );^(] 

(o, - Xa) ( j Z J +4; ^ J (co S/ ?+,u„ sin fl) +(P,+4 %Q.+i% 0„Xcosß+fisin^) 
+ (P,-P*K \P+*;Q\ (ncosß+a,sinß)+ (hP,+i»,Q,+2t„Q„Xcosß+fisinß)) 
und dadurch 



x = 
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(a,- Xd) [(21 (i Fß++n,F,0+)- (P, +40, +2ß,)sina-/*„ P,cos«- fi)(cos/9+^ sin# 

-{Sßj (cos/M-,*,, sin/?)] 
- 0»,- (i„-)(C{cö*ß •+■ jt sin/3) -*-$&} («cos/9 -*- a, sin0)) 

(a,-*a)[ } P+i'-0\ (.cosß+(i„sinß)+(P,+4± Q,+2^Q lt )(cosß+ /t sin ß] 

+(^-^/) [ | P+4;Q j (ncos/J+^sin/J) +(AP,+4» l ft+W„Q„Xcos/?+^8Üi/S)] 

Nachdem auf solche Weise die Unbekannten in der Voraussetzung 

entwickelt sind , können die auf dem bekannten Wege (§. 13) abgeleiteten Wur- 
zelgrössen 

'" " 8,* + 6,« ~ 

und 

- j ^S >> -«-6 <> T{(l + y w «)(V + g w ')-(^)'] 

durch Vergleichung mit den Wurzelgrossen |/(l+g>,*) und ]/(l +• 9,,"), an deren 
Stelle sie treten, dazu dienen, die Genauigkeit jener Voraussetzung und der auf 
ihr beruhenden Ergebnisse zu prüfen und, wo nothig, die Exponenten ,a, und /u,„ 
wie auch insbesondere den bei diesem Verfahren in die Rechnung eintretenden 
Ausdruck von K nach und nach zu verbessern. Man hat hiezu : 

(a,- Aa)(P,+ 2^ Q„) - (i„ (AP, + 4», Q, + 2*„ ft,) r _ ,i x 

g-((a / -X.o)(Ä(cos/ff+ / u„sin/e)+(P / +2() // )sina+ < u„P,cosa+r.JF» + +5) 

— /*„ (C(n cos ß + a, sin /8) Ä) J, 

f,+4-0,+2-Q„ 
6, =s ^ — ^- [C + (n cos/8 + a, sin ß) K - (a, - X**) T.^,Ö + ] 

- (P, + 4Q, + 2Q„) sin a - <u„ P, cosa - $] , 

44* 
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«,=(p, + 2fr Q,)[C+ (neos/? + a,sin/J) K — {a,- X,«) T.FM 

-(AP, + 4s,Q, + 2s„Q„)[K(cosß + <u„smß) + (P, + 2Q„) sin a 
+ (x„ P, cos a + S + II (*» + + <a„ FA)]» 

©„= '- g- 2Q„sina 

+^[^-^)(r.(^A+^FA)-Äcos/S-(P / + 4(?,)sina-5) 
— jul,(C + (n cos y9 + a, sin ß) K) L 

6„- , " l " 4 ^^ + 2 ^ <? ' , [(q,~^a)P > cosa-(ncos^+Xflsin i g)Ä-~ C] 



W 



+ AP, + 4 J,|, -*-*„<?„ ^ (c0Siff+/U ^ /8 i n yS) + (P /+ 4 (),+2()„)sina+ / a,P,cosa+.S 

*„=(p, + 4^(),)[(a, — X**)P,cosa - (neos/? 4- lasmß)K — C) 

+ (hP,+is, Q, + 2s„ Q,XK(cosß+/u,s\nß)+(P / +4 Q,)sina+/u,P,cos a+S\ 

-t^f^+fa)], 

und eben so> zur Verbesserung des Exponenten K, die Ausdrucke 

83 = i^i [P\ sin a + i^ (Kcosß- \P[ (sin a), 

« = {Pj QP\ cosa — Ksinß), 
anzuwenden. 

§. 73. 

Bei Auf losung der Gleichungen (J) für X=0, oder in der Voraussetzung, 
dass für einen bestimmten Werth des Winkels die Beschleunigung der Bewe- 
gung gleich Null sei, finden sich aus den abgeleiteten Gleichungen (§. 71): 
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(a, — XcOlK (cos/? + fi„ sin/9) + (JP, ■*• 4 Q, + 2 Q„) sin« + (i„P,cob a + S] 
T -*• (/*, - u„)[C + (»cos/9 + g, sin/?) K] 

und wenn T, den der Voraussetzung X = entsprechenden besondern Werth 
der hier als zu bestimmende Unbekannte auftretenden Druckkraft T bezeichnet: 

Y, = fi„ ä — ^ K(co$ß + /"„sin /S) — (P,+ 2Q„)sma 

— /u„P, cosa — .S — JF# + . T n 

*»= /"„ *% cos ct+ 2Q„ sin a — <a„ a —la » 

y_P™.„ C +(wcos/?-«-^osin/g)ir , 
Z„ == />,cosa — j- ; 

so wie ferner aus den Gleichungen 

(J) (4) 4Ä, = if(cos/34-/i // sin/8)+(P / +4ö,+2Q„)sina+ < tt / ,P,cosa+5 

C-t-(nC08ß-j-a,S10ß)K 

— /"" a,-Xa 

• (5) 2iV+2#, = ^T- Xa + 4 (), cos a , 

• (7) 2fi„ = / u„(P,cosa- ^jg *—), 

» (9) 2iV„ = (/>,+ 2()„)cosa- ^^ V-, 

und sodann aus (3 oder 10) die Grössen N und N, einzeln genommen sich er- 
geben. 

In diesen Ausdrücken ist K = . . Q (§.59), und es stellt der in 

7 J9 J^ und Z, vorkommende Winkel den als bestimmt angenommenen Werth 
desselben vor. 

Es ist zu bemerken, dass die hier gefundenen Ausdrucke von JT„ 9 Z, n 
R„ jR„, IV, N, und N„ weder den Winkel noch den Exponenten fi 9 enthal- 
ten, und dass daher für X = diese Grössen, folglich auch die Reibungsquo- 

222 R 

tienten jfT^jj und j^ des sechsr ädrigen Dampfwagens, eben sowie der Rei- 

' 2Jt " 
bungsquotient ^ '^ des vierrädrigen Dampfwagens (§. 60), von dem, absolut 



336 M« e. Heim, mr Theorie der Bewegung der Bäderfuhrwerkc 

oder relativ genommenen Winkel 6 and von der Reibung zwischen den Achsen 
der Treibräder und ihren Lagern nur in so weit abhangen können, als etwa der 
Luftwiderstand 5 als Function der Geschwindigkeit davon abbangt 

Endlich kann man noch für X = ö, auf die bekannte Weise, zur Ergän- 
zung des in K vorkommenden Exponenten fx die Grössen 

9t = \P\ cos(a+/?) , 8 = ^-S- sinacos/? , 6 = 1 £- sinasüi/?, 

zur Ergänzung des Exponenten fi„ die Grössen 

3l„ = P,cosa ä-To — ' ®» = äCT sma > ©» = 1» 

und sodann, eben so, in Bezug auf den Exponenten (x, 

% = Ca„ F, + — F0 + ) [C + (»cos ß + a, sin/?) ä] - F, + (a - X o) 
X [K (cos ß + ^ sin ß) 4- (P, + 2Q„) sin a -+- fx„ P,cosa + S] t 

±F t d++P9+ 
»,= ^ g \fr,[C+ (neos/? + a,smß)K] — (a, — Ao) 

X^cosß + ^„sin/J) + (P, + 4Q, + 2Q„)sina + /u„P,cosa + S\ | 

+ !i -g — (a — Aa)4Q,sina, 

If,0 + -i-p„F,0 + 
©, = - ~ [C 4- (/» cos£ + a, sin $ ^ 

— ^ («,— **) [Ar(cos / 9+ / a„sin/?)+(P / +4 Q,+2()„)sina + fi„ P^osa+^J 



anwenden. 



§. 74. 



Nach (§. 61) lässt sich die in den entwickelten Ausdrucken der gesuchten 

Grossen enthaltene Kraft T.(~F 2 6+ -t-/x,F 1 d+), welche im Allgemeinen mit der 

relativen Grosse des Winkels im Kreise sich ändert, durch eine andere, dieser 
Veränderlichkeit nicht unterworfene Kraft IV ersetzen, welche die Umdrehungs- 
geschwindigkeit nach jedem Umlaufe der Treibräder eben so gross wie die erstere 
Kraft giebt, und insofern als ihr gleicbgeltend betrachtet werden kann. 

Eben dieses findet bei dem sechsrädrigen Dampfwagen, wie bei dem vier- 
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4 

rädrigen Statt; und da die Gleichung j^ = gX für beide die gleiche, in (§. 61) 

angegebene Form annimmt, so crgiebt sich auch in Bezug auf den sechsrädrigen 
Dampfwagen : 

wenn nur dem Coefficienten H der dem letzteren Dampfwagen entsprechende 
Werth gegeben wird; und derjenige Werth von 2f% welcher X gleich Null 
macht, oder welcher dem mit einer bestimmten beständigen Geschwindigkeit 
rollenden sechsrädrigen Dampfwagen, sofern der Begriff der gleichförmigen Be- 
wegung hier Anwendung findet, zugehört , ist 

2 >'* " »l2£5a§ + <*,+ 4 <?< +2<2„)5ina + i a,,I>,cosa 

Wird nun die Kraft IV in die beiden Theile 2^, und 2o, getheilt, werden 
die in (§. 71) entwickelten Ausdrücke ebenfalls in die entsprechenden Theile 
zerlegt und die der Theilkraft 2/^, oder der gleichförmigen Bewegung an gehö- 
rigen Theile dieser Ausdrücke durch eckige Klammern (§.62) unterschieden; und 
wird ferner der Nenner von X und K in (§.72) mit 91 bezeichnet, so findet sich: 

2V 
X « (",— ka)(jco$ß + /usinß) qj-% 

*R, - [4ÄJ + 1^2., = {W ^±^"/+(P, + 4 ö ,+2ft.) S in« 

„ „ C (cos ß + ft sin ß) -+-(ncos/0 + o,sln/?)l5Bl 
+ i u„P,cosa+.S- / u„ _^__-^.._ Ä ^ 

- /"/,({^+ 4 ^ Q}(«cos/3+a,sin / ff)+(AP / +45, Q,+2*„ ()„)(co8/5Vsfo#)] 5" ' 

2(iK+ a;) - 2 [N+ n,i + —^rvr' 2 2p f 

C( co8ß + fisin ß) ■+• (ncosß + a,smß) l$l 
" (^laKrös^+'/TsiF,?) + 4 V co$c 

+[{P-I- 4; Q} (ncosß+o, sin ß) + (hP,+is,Q,+2s„Q,Xcos/u+/.i.s\n fl)Jjf, 
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-^[| jP+4 ?ÖJ (™os/?+ lasinß) +(hP, +4 s f Q^2s,,Q i ,(cosß+^s\nß)]^ , 

und aus den so dargestellten Ausdrücken erhellet, dass die Beschleunigung der 
Bewegung derTheilkraft 2p, proportional ist, dass die Grossen iT, 4Ü„ 2(7V.WV,) 
mit der Beschleunigung zugleich zu- und abnehmen, 2-/V,, dagegen abnimmt, 
während die Beschleunigung wächst , und umgekehrt; und dass diese Zu- und 
Abnahmen sich verbalten wie die Beschleunigungen. Ob 2/2„ bei wachsender 
Beschleunigung zunimmt, oder abnimmt, oder unverändert bleibt, hangt haupt- 
sächlich von dem Verhält niss des Gewichts der Tragräder zu dem des ganzen Zu* 
ges und von dem Werthe des Exponenten (jl„ ab. 

§. 75. 

Wird der Reibungsquotient — jj* 1 — für die rollende Bewegung der 

Treibräder wieder durch ü 9 , und werden die in den Ausdrücken von 4/£„ 
2(N+ IV,), 2jR„ und 2N„ so eben angegebenen Factoren von 2p m nämlich 

scr 8 C4«t) n *(2N+2N,) 8(2f?„) 8(2 N„) 

X'BQV) 9 JK ' 8(27) » -*»ft(97) > "*' 8(2 7) ' 

der Reihenfolge nach durch 3* £9 So £' bezeichnet, so ist 

b rBi^. 3[2iy+2iv;3-g[ 4Ji > ] 



N„ LaJ + 9i[2iV„P **' 



rB -i (7-l)(«>-^)(cos<g+i«s'n/g)P^]+«„g > cosa (> ^ 

und es lässt sich auch hier aus den Verhältnissen , in welchen die Werthe der 
Grössen 91, 3» & [4JRJ, 2(77+ /VJ zu einander stehen, so wie aus den gegen- 
seitigen Verhältnissen der Grössen 9t, 3/9 2,, [2-ß,,], [2AiJ schliessen, dass 
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die Coeflicienten von 2 1\ in den zweiten Gliedern dieser Ausdrucke wesentlich 
positiv sind , und dass daher die Reibuugsquotienten für die rollende Bewegung 
der Treibräder und der Tragräder bei beschleunigter Bewegung grosser sind als 
bei gleichförmiger, und mit der Beschleunigung zugleich zu- und abnehmen« 

R 
Vergleicht man die Reibungsquotienten TL und *r unter sich , so fin- 

detsich, dass 

, si2N+2Na-2[iR,] . . „ * apiyj-^PJj 

und — 12W+2N]* — im Allgemeinen grosser sind als ra/vT* > woraus 

sich folgern lässt, dassR r wenn die Last des Dampfwagens auf das doppelte Treib- 
räderpaar und das Tragräderpaar ungefähr gleich vertheilt ist, auf wagerechter 

ja 

Bahn, und um so mehr bei ansteigender Bewegung, grosser ist als «r, oder 

dass bei den Treibrädern, leichter als bei den Tragrädern, eine gleitende Bewegung 
eintreten kann ; dass dagegen in absteigender Bewegung, unter stärkeren Nei- 
gungen, der umgekehrte Fall Statt findet. 

§. 76. 

Mit dem Neigungswinkel a ändern sich, wie bei dem vierrädrigen Dampf- 
wagen (§. 63), die Grössen 2J 7 ,, K und X so. dass 2Z 7 ,, und für eine bestimmte 
Beschleunigung auch JT, mit a zugleich zu- und abnehmen, X dagegen für ei-* 
nen bestimmten Werth der Kraft 2F« 2 (f, -}-?,) abnimmt, während a wächst, 
und umgekehrt. 

Für den Reibungsquotient R 9 ist bei gleichförmiger Bewegung, wenn der 
Luftwiderstand S als unabhängig von a betrachtet wird : 

dC d 1 fit 

^(cos/?+. f »8ino) + (ficoi/?+q,riB/S>.-iil- f 
— <"// • (fi,-Xa)(coaßH-p*mß) 

dC d\9\ 

d\2N+2m d -Jcosß+iifaß) + (nco$ß + a , sinß).-^ . 

da ~ (a,-Xä)(cosß-i-!Amnß) — 4Q,sina, 

wo, nach der Bedeutung von C (§. 71), 

dC 

j^ a=s [Acosa — (a, — i) sin a]P,+asina(l — 2*)2Q,-t- (4r,Q,+2r„Q^)cosa 

Cnltet Journal f. d. M. Bd. XLVL Heft 4L 45 
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und vermöge (§. &9), ^ = {P +• 4Q) cos a + /u \P\ sin « 
ist; und e* findet sich, entwickelt: 

= (P+4CH- 4 ft,)( C/ + rf J»| . „J^gj*^ 

r ^iPt « *ß+/*** *ß , VJ / P o-m^ <? •OÄ+251 

wenn der Kurze wegen C, statt — l ' J^J und 

gesetzt wird. 

Da die hier entwickelt gegebenen Ausdrucke von ^ , g— * 

^ t in welchen die die Exponenten u und /*„ als Factoren enthaltenden Glieder 

bei den verhältnismässig kleinen Werthen dieser Exponenten die minder erheb- 
lichen sind, als wesentlich positiv gelten können , so werden die Grössen [4Ä,]}, 
2[7V + A,] und der Reibungsquotient R, für gleichförmige Bewegung mit dem 
Wiukel a zugleich grösser und kleiner. 

Für die beschleunigte Bewegung ist (§. 63) : 

tf(2t>,) 3[2fl + 2i V,]- g[4*,] 

^ da » ' 

und es sind , wie bei dem vierrädrigen Dampfwagen , zwei verschiedene Falle zu 
unterscheiden. 

Erstlich. Wenn die Grösse der Beschleunigung als bestimmt vorausge- 
het) ) 

setzt wird, in welchem Falle --p- gleich Null ist, nimmt der Reibungsquotient 

dR* 
R^ da das zweite Glied des vorstehenden Ausdrucks von '*^— . (dessen drittes 

Glied weglallt, der Winkel a mag positiv oder negativ sein), im Allgemeinen 
als positiv anzunehmen und gegen das erste verhältnissmassig klein ist, ebenfalls 
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• j -.«r« ii , • i i . .x „ A 8[4ÄJ _ »f2JV-*-2iV,] 
mit dem Winkel a zugleich zu und ab. Der Factor g. * — 3« g^ 

ist, näher entwickelt : 

« »[(/>, + 4Q, + 2Q„)cos a - /u,,(P, + AQ,) sin «] 

-[lf - < a ' - * fl > 4 C>/«««][JP+ 4*(>j(cos/*+/i„sin / ?) 

Zweitens. Wird die Triebkraft IV als bestimmt betrachtet, in welchem 

Falle -$~'~ = — ~ir£~ »**» so findet sich, wie bei dem vierrädrigem Dampfwa- 
gen (§. 63), da 

2 V, es [4.R,] + ^,[2^-1-2 #,] — /j,.4(),cos<t und 

aprj 8[4ä,i »pjv+atfj . 

— g~ = — g^- + /*,. -j~ 1-^.4^ sin« 



ist: 



^(2JV+2A;)'= fflpjj+j^,.?^?) 



und man kann ferner, da 1 — fy' = fo ~ io )(r "~ » ( cos £ + P^nß) 
ist, und in Betracht dass 

[4ÄJsin«+^cosa = P, + 4<? / + 2<?, / + Ä,in«+JP + 4e|.^-^ 

fr xiPxini _ «COS/J+ o,sln/? \ 

- P« VT" •** » ^ "*" * V i • ( 0/ _ iaXcoa^ + (tJnß)J » 

rovxowT .»[22V+2JVJ ., /D ... neos/? +0,81 0/? 

[2^+2*,]««« + g—- cos«. C„ + {i>+4Q}. ( — ^JE-jJL-Z^ , 

und ^[ß.^ifjsina + ^ c0 ..)- 3 .( P WiW # ]«d ä ^^2^)] 

ßCP^Ö^^^sinaK^^^K^^^^^^JCcos^+^sin^i 

-(p, + 4Q / + 2^Q,,)(ncos/3+a,sin/?)] 

= ^./ rr , » 

* ] -(ÄP,+4r / g,+2r / ^ / +mÄsin«)| : |P+4;ßJ-(cosyJ+ f , / ,sin / ?)j 

+(p, + 4Q, + 2;*()„)cc-s/9 + f*sin£] 

46* 
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sich ergiebt, die Summe der den Factor p,. 4 Q, enthaltenden Glieder, welche sich 

nahezu gegenseitig aufheben, also gegen die Summe der übrigen Glieder sehr 

Sit« 
klein sind, wenn es sich um Beurtheilung des Vorzeichens von -g^ handelt, hin- 
reichend genau: 

. 2VY Q S[4Jt] c.8PiV+2^[\ 

setzen. 

Auch in diesem Falle hangt somit das Vorzeichen von -öt- 2 im Wesentli- 

ftrpi 

eben von dem des Quotienten ~g~ und von dem in (1) entwickelt angegebenen 

o Ö[4ÄJ Ä 8 [2jy+2 jV;] ........ , . , 

Factors • -gj 3* ©^ a »>, und es lasst sich hieraus, wenn auch im letztern 

Ausdruck von i£? (27V ■+• 21V,) 2 das zweite Glied gegen das erste weniger uner- 
heblich ist, als in dem Ausdruck des vorigen Falles, der Schluss ziehen, dass auch 
für einen bestimmten Wcrth der Triebkraft IV der Reibungsquotient Z? f , so* 
wohl in ansteigender als in absteigender Bewegung, zugleich mit dem Winkel a 
wächst und kleiner wird. 



§. 77. 

Wird noch der Reibungsquotient *r der Tragräder, wie im vorigen Para- 
graph derjenige R q der Treibräder, in Beziehung auf die Veränderungen unter- 
sucht, welche er mit dem Neigungswinkel a der Bahn erfährt, so ist für die 
gleichförmige Bewegung: 

8[2JV„] |g (cos/g+giiiifl + (iw^W-g 1 

8« V*V«"<«\W » m a (a,-Aa)(cog/9 4-^sio/3) 



8 p«;,] 

8« 



= Ä (^T + SQ.tina); und 
-g* PW oder DWJ ?gU - [2Ä„] »J ergiebt 9ich 
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Für die beschleunigte Bewegung dagegen ist 



8 
und 



Bei näherer Betrachtung findet man, dass die beiden letzten Factoren 
des zweiten und dritten Gliedes, so wieder Factor 

dies ersten Gliedes von ~zrf(21V„) % f als wesentlich positiv zu betrachten sind, und 

dass die Factoren /u„ und -^ von dem Factor — «p- jedenfalls in überwiegend 
stärkerem Verhältnisse übertroffen werden, als unter den drei erstgenannten Fac- 

e är. 

toren einer den andern fibertreffen kann. Der Quotient -jp ist daher im Allge- 
meinen negativ, und wird nur in dem Falle, wenn bei wechselndem a die Be- 
schleunigung unverändert bleibt, oder wenn qJ gleich Null ist, nach Beschaf- 
fenheit der gegenseitigen Werthverhältnisse der gegebenen Grossen, insbesondere 
des Werths der der Beschleunigung proportionalen Theilkraft 2p, , positiv wer- 
den können} woraus folgt, dass bei gleichförmiger Bewegung, und in dem Falle 
der beschleunigten Bewegung, wenn die Triebkraft 2 V bei wechselndem a un- 
verändert bleibt oder ^ ' ■ — — ^J ist, der Reibungsquotient iy kleiner 

wird, während der Winkel a zunimmt; und umgekehrt; dass derselbe aber im 
erstgenannten Falle, der beschleunigten Bewegung, nämlich für einen bestimmten 
Werth der Beschleunigung , wenn dieser hinreichend gross ist, auch mit dem 
Winkel a zugleich wird wachsen und abnehmen, oder in gleicher Richtung mit 
diesem sich wird verändern können. 
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$. 78. 

Um die zwischen den Zahlen und 1, mitEinschluss dieser beiden 
werthe, begriffene Verhältnisszahl X (§. 70) so viel als möglich näher zu bestim- 
men 9 wird man ihr am besten denjenigen Wertb geben, welcher die Wirkung 
des Dampfwagens zur kleinsten macht; d.h. durch welchen die zur gleichförmigen 
rollenden Bewegung des Dampfwagens erforderliche Triebkraft IV und der 
Reibungsquotient R 9 ihre grossten Werthe, die der Beschleunigung proportionale 
Grosse X dagegen ihren kleinsten Wertb in Bezug auf X bekommen. 

Stellt xJj irgend eine Function Ton X von der Form « ■* vor, in wel- 
cher die Grössen p, q 9 p„ q f kein X enthalten 9 so ist -gj «■ -j~ 1 ^ ' fr , und\|i be- 
kommt seinen grossten Werth durch den grossten Werth von A, nämlich *=1. 
wenn pq,>Pfl ist; dagegen durch den kleinsten Werth von*, nämlich 1=0, und 
umgekehrt, wenn pq, <*p f q ist, während pq,=p,q die Grosse ij> von l unab- 
hängig, nämlich = -■■--- giebt. 

So findet sich, dass, wenn C + die Summe C+4Q,(a, — Xa)co$a bezeich- 
net j nämlich 

— a,cosa(P,+4(),) — cP, — acosa.2Q, + (4r,(), + 2r„Q„)sina +mS 

»(2£) ^ ca. ^,.^ ' 1 ^ 

bx " w ~ A# J ö • ( fl/ _ ; ;[<,)» — » 

wesentlich positiv oder negativ ist, je nachdem fi, grösser oder kleiner ist als ^4 



Wird op *=■ X gesetzt, so findet sich, wenn man ferner der Kürze wegea 

% statt [P + 4;QJ(cos/S+^sin/?) +(P / +4^ß / +2^Ö, / )(cos/?+/zsin/?) 

schreibt, und wenn {$}, 9t und 2 in derselben Bedeutung wie früher (§§5>u. 
75) genommen werden, dass 

pq, — p,q oder9l a .-g£ 
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wesentlich negativ oder positiv ist, je nachdem /c, grosser oder kleiner ist 
als fx„. 

Unter sonst gleichen Umständen erhält daher die Kraft 2F, ihren grossten, 
die Grösse X ihren kleinsten Werth durch X ■» 1, oder durch A « 0, je nach- 
dem p, grösser oder kleiner als ^ ist; und wenn fi, «■ /u„ ist, so behalten 2^, 
und X unverändert dieselben Werthe, wie auch die Zahl X genommen wer- 
den mag. 

Der Reibungsquotient der Treibräder 7Z f nimmt für die gleichförmige 
und die beschleunigte Bewegung eine Form an, in welcher der Nenner von l 

unabhängig) oder p, » ist. Daher wird, (ur i|i ■» Ä f , -gj* ■» ~ und, da q f 

positiv iet, mit p zugleich positiv oder negativ; oder üy erhält, je nachdem/? 
positiv oder negativ ist, durch i ■» 1 oder l ■■ seinen grossten Werth. 
Für die gleichförmige Bewegung ist (§. 75): 

L Ä fJ — ~ Jtcog/g-f-^finf? t<Rt » 

daher ,, = -«(W c ^^^+(P^ft+2ö>o«+ A //>,+4a)co.a+4 

und y, oder (^-^[2^+2^] = C> + *^£±^ { <p } . 
Für die beschleunigte Bewegung dagegen erhält man 

» *[4fl.1-«-3(gr-2y;) 

**• "~ 9c[2A+ 2^,] + 8(2K- 2F,) » 
und findet 

p rs — a9t,(2r+/u,. 4Q,co»a) 

+ aQ-l)4<? / (co Sj 8+^»n / S)[2F+(« / - / u w )4Q,cos«-{V| ™fc£> | 

— (.?,+ 4Q, +2Q„)sin a — fx„P,cosa —> S\ t und 

-(P' + 4ß / + IQ, / )sioa- ft ,/>,«»«-Ä). 
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Der Coefticient p wird zwar, wie die vorstehenden Ausdrücke desselben 
zeigen, bei absteigender, gleichförmiger oder beschleunigter Bewegung» wenn der 
negative Werth des Winkels a ein gewisses Maas* überschreitet, so wie bei verzö- 
gerter Bewegung, positiv werden können, im Allgemeinen aber als wird er negativ zu 
betrachten sein , und der Reibungsquotient R f daher für X/ = grosser sich er- 
geben, als für jeden andern Werth, welchen X* bekommen kann. Und da ferner, 
wegen der Verschiedenheit der Durchmesser der Treibräder und der Tragräder, 
der Exponent p, gewöhnlich kleiner sein wird, als der Exponent p„, so folgt aus 
diesen Erörterungen, dass die Voraussetzung, die Zahl X oder die Grösse JV, sei 
gleich Null , d. h. der Druck des Dampfwagens auf die Bahn werde nur durch 
die hintern Treibräder und durch die Tragräder ausgeübt, so dass die vordem 
Treibräder keinen Theil daran nehmen, den Effect des Dampfwagens in den 
meisten Fällen kleiner angiebt, als jede andere Vertheilung dieses Drucks , und 
dass sonach eben dieser Werth von it, als derjenige, welcher bei numerischen 
Berechnungen die grosste Sicherheit gewährt , im Allgemeinen vor den übrigen 
zur Anwendung sich eignet 

§. 79. 

Die in (§. 64) im Betreff des mit abnehmendem Winkel a eintretenden 
Wechsels der Vorzeichen der Grössen 2f, und [4JS,], der Bestimmung der 
Winkel a, und a„ , welche diese Grössen zu Null machen , u. s. w. enthaltenen 
Untersuchungen und Bemerkungen finden eben so wohl auf den sechsrädrigen» 
als auf den vierrädrigen Dampfwagen Anwendung. In Bezug auf den ersten ist 
nach (§. 74), 

für [4 R J = oder a = a„ : 

ny _ C(cos/9 + fisin/g)-f-(ftcos/g-Hq,sin/3) 1$1 
-"/— M/- (a,-M)(co*ß+f*,s™ß) * 

für AR = 0: 

IV — (u. -i.*=2L y C ncoBß+a,ünß ifgl \ 

*'• — {* + 3 Nv^*i + ^=ü coBfl+fianß) 

Desgleichen gilt Das, was in ($.65) in Betreff der zum Uebergange aus dem Zu- 
stande der Ruhe in den der Bewegung erforderlichen Grösse der Kraft 2f 9 der 
Berechnung der Geschwindigkeit, welche der Dampfwagen unter gegebenen Um* 
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ständen annimmt, und des Weges, den er zurücklegt, so wie in Betreff des Ein- 
flusses der absoluten Grosse des Reibungscoefficienten /und des. Trägheitsmo- 
ments der Räder auf die rollende Bewegung bemerkt ist, ebenfalls von den 
sechsrädrigen Dampfwagen. 

Erwägt man, dass die Abstände c und h, so weit sie in die Ausdrucke von 
2/^,, X und K (§. 74) eingehen» den Factor /i, — (i,, haben, so lässt sich folgern, 
dass die Lage des Schwerpuncts des Dampfwagens auf die beschleunigte und 
gleichförmige rollende Bewegung, wenn sie möglich ist, nur sehr geringen Ein- 
fluss hat; wogegen aus den Ausdrücken von 2(A-f- A,) und von 2A„ (§. 74) zu 
entnehmen ist, dass eben diese Abstände c und h auf das Verhält niss, nach wel- 
chem der Gewichtsdruck des Dampfwagens auf 'die Tragräder und die Treibräder 

sich vert heilt, daher auch auf die Grosse der Reibungsquotienten R<, und y£ 

und auf die Möglichkeit der rollenden Bewegung, von nicht unerheblichem Ein- 
flüsse sind. 

Um die aus den Gleichungen (J) abgeleiteten Ausdrücke auf die Bewe- 
gung rückwärts ) bei welcher der angehängte Wagenzug vor dem Dampfwagen 
und die Treibräder desselben vor den Tragrädern vorausgehen, anzuwenden, 
muss man die Winkel a und ß in dem für die Fuhrwerke (§. 7) angegebenen 
Sinne auf die Richtung dieser Bewegung beziehen und die Abstände /, a und a 
mit verändertem Vorzeichen pebraen. 



Gleitende Bewei 

§. 80. 
Endlichergeben sich noch, die Tragräder als rollend und/* kleiner als 

2(N ' N} voraus g ese * 2 t> folgende 

(K.) Gleichungen der theüweise gleitenden Bewegung 
des sechsrädrigen Dampfwagens: 

1) -*cos£-Ä47(fctf+2A,)-2Ä^ 

2) -K*ioß + 2(A+ A, +Jf„) - (P, + 4Q, + 2Q„)cosa = 0, 

3) — ncosß . K+cP, + (a cosa — 2r t sin a)2Q # +(a,cos a — r„ sin a) 2Q„ 

-2«lV,-2 a ,IV„-mS-(hP,+4r,Q,+2s„Q„)X-iQ,U / = t 

4) 2E t (G 1 -<p,)+/(2N+2N,)+ T.F9+-4Q, (sin a+X) - 0, 

5) -2E i (l + <p J GJ : i-2(N+ff l )-T.F l e+-4Q,-cQsa = 0, 

Cfelle'i Journal l i. M. Bd. XLVL H«ft 4. 4(j 
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6) -g,,o,.2E,y(l + G«) -fr,(2!V+2ßr t ')+T.F&-iQ,ü, = 0. 

7) 2E„{G„- 9 „)-2R„-2Q„(sma + X) = 0, 

8) ~2uB // (l+9//ö // )+2^ // -2Q w co$a =0, 

9) - 9 „ q „.2EV(.l+G„*) + 2r„R„^2Q„(s„-r„)X = 0, 

10) lV,-\(N-t- ff,) =0; 

aus welchen Gleichungen , indem K und A als gegeben betrachtet werden, die 
Grossen X, TJ n R„, N, N n N in 2^, G ti E in G„ als Unbekannte zu 
suchen sind. 

§. 81. 
Werden zu diesem End« wiftder die Grössen p f , p^ Y % , #», J^,, Z„ in 
derselben Bedeutung wie für die rollende Bewegung (§. 71) eingeführt, und die 

1 f rc {? 

Wurzelgrossen |/(1 -I- GJ) und |/(1 + G'„) näherungsweise durch "7jrr~i? un ^ 

l-f-a>„G„ f 
. ^ t \ ersetzt, so erhält man aus: 

(1, 4 u. 7) Y % + Y„ = -Kcosß-S~ r l\ 7?$,. t P,(sina-KX), 

(2, 5 u- 8) Z 2 +Z„ = P.cosa+Äsin^— T. R0+, 

(3,5 # 6,8u.l0)[a,— iß+(/+^^^ 

+ T. (FA~ (", -Xo+fr,)F,0+)+ (hP,+4r,Q,+2 Sn Q„)X, 

wo C = (^cosa— c)P f — acosa(l— 2X)2Q / +(4r / ^ / +2r, / () // )sina+mÄ ist, 

(4 u. 5) Y%+fZ* = 4() / (sina./cosati).r.(/^ + t/F^), 

(7 u. 9) Y m -tiZ„ = 2<?,,(sina+^ *), 

und hieraus durch Auflösung, wenn man zu fernerer Abkürzung 

B statt (JP, + 4 Q, + 2Q„) sin a + /u„P, cosa+S 
schreibt : 

(/+ ti„XK(.ncosfi +a,sinfl) + C -fr t AQ,cosa-t- T.(.F t 0++ fx,r,F,d + )] 

\a, - la -«- </+ ft)rj (/» -I- 40, + 2^ 0„) - t/-+-/*„)(AP,+ 4r,0, + 2#„Q„) ' 

[K(nco$ßtofiinffit(}-Jr,AQ,cosatT.(F t O++itr,F,d+')] 
x[p f ,.4Qrf(P,+t'£Q,,)]MK(co*fr f i, l 8in0)+B 
- f. iQ, cosa] f/(AP, -«- 4r,ft -*- w„ 0„) 
r,= -»^-^■«•Cf-*-ft)r > |4ft1 T.^+4Q/»in«-/cos«), 

- (/-»- /«„)(AP, + 4r, 0, + 2*,, 0„) 
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(l»,+4 p,+a %Q,)IK(.* «nfi+a, ünß) +*?->,. 4 fccos «+ 71 \ F t 6+- {u,-Xa+fr,)Fß+ \ ] 

*~~ la,-Xa+(f^^r,}(P,+4g,^2^Q,,)^if+t*^P,+ *r,Q,-t-2*,,Q,,) 
[&(*eosß+a l siaPftC-Jrr 4Q,eo§trt-T.(F t $ + *f^r,F,9*y] 

+ B -/.4 Q, cos«] [i* H (hP, + 4r, Q, -«- 2#„ 0„) 
"^ l*,-X* + <f-*-p,)r,l(P, + 4Q f +i'?Q„) ™ ^ V " 



- C/+P„)(AP, -*-4r,(>, +«#„&,) 

- [a,~Aa + (/-«-fi,)rJ(P,cos« - JSTsüi£)] +(*P,+4r,(?,+2f,(>, / )[ü:(co8 / ?-/8in^) 

z _ -h(P.+4Q. + 2Q„)dao-f(P. + 4Q,)co$a-hSl 

[a, - Xa + (f-h fi,)r,] (P,+ 4 Q, + %±Q„)-(J+t*,MKP,+4r,Q,-*-te„Q,d 

wodurch zugleich auch £ s , G if E„, G„ und, 

vermöge (5) 2(iK+iVi) =r Z 2 + T. F,6++4\Q,cos*, 

(P,+4Q,+t^g,)lK(ncoBß+a,aBß)+C-fr,AQ,iMna^T.(F % e^+fi^,e^yi 
_ -CkP.+4r,Q,+U„Q„)[Ktco8ß+i*„smfi+B-f.4Q,co8a] 

{a,- Xa + (f-*-(i,)r,] {P,-h 4 ft+ag Q„)~ <f+!t„XhP, +4r,Q,+te„Q„) V^' 50, * 

vermöge (5 u. 6)4Q, U,^T.(F^+/u,r,F,e^)+/u t r t AQ,cosa—(/+/u t )r,(2]V'h2jlV,), 

» (7u.9) 2R,,=r„-2Q„(sioa+X) = /u„Z„+2Q„Q---l)x, 
» (8) 2N,^Z„+2Q.,cosa 

entwickelt sind. 

Wird nun noch , wie es die als rollend vorausgesetzte Bewegung des an- 

i.- ™ l j- _. v Kcosß + puinß)- 1$1 __. 
gehängten Wagenzuges bedingt, JL = : j — : — =— Qj. 59) gesetzt, 

\P-t-4fQ\ 



so 



findet sich, indem zugleich im Sinne des (§. 67), wie auch der Kürze wegen, statt 

der Kraft T. f- F t 0++ Jet. Fß+ j die als unabhängig von der relativen Grösse des 

Winkels gedachte Kraft 2V eingeführt wird: 

46* 
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|P+4;Q|[(/+^ ; )(C-/r,.4a,coi«-l-2r,?)-(«»-A«+(f+/«,)r,)(Ä-/.4ftco8«)] 

{P-l-4je}[(<i,-Aa+(/'+^r,)(co«/f-|.^süi/y)-(/+ / t w )(iicos/? + a f 8iii/?)] ' 
-KC08/9+ psin/J)[(a,-Aa+(/+f*>,)(P, *4ft+ %?Q„)-(fni„yfiP+4r,Q,+2*,Q,)] 

und sodann 

K/+P,,) (C-/r, . 4 Q,cm a-h2r, F)- [a, - Aa-K/+j»,>,](B-^.40,cosa)] (cos /ff+psin/T) 
v - I%1 [[a,-Aa+(/-f. i tt > )r < ](eo«/?-H^„rin i g)-(/-f.ft >> )(ncos/y->.a,8ia/8)] 

^{p+4^}[[o;-A«+(/+ ft )r / ](co«/? +/ t w ginÄ-(/ +f , w )(«co8/?-i-o,ito/?)] 

/(cos / ?-»-^iüi/?)[C+2r,F-r,Ä + (o,-ia+(u,- l uJr,)4^,co8a] 
-/l $ I [r/cos/?+^, ; siii/S)-i«cos^,siii/J]-(c^^ 

f.\P + 4^ ?} [r,(eo8ß-t-/i„Onß) — n cos/7— o,sin/J] 

+ ftcos/? + ^ sin/9) [r, (/» + 4 0, + a£ 0„) -AP,- Ar, Q, - 2#„ Q, ] 

+ {P+4; Q} Vß, - *« + tt,r,Xco»ß ■*•**„ faß) - /*„(««•/?+ «, A»Ä] 

+ (cos/? + f»sin/?)[(a, - *o + m,»v)(P, + iQ, -♦-*£ <>„) - (* H (kP-t- *r,Q,+*$ n Q„\ 

Endlich kann auch hier das früher wiederholt bemerkte Verfahren (§«59» 
72) dazu angewendet werden, den Grad der Genauigkeit, bis zu welchem die 
entwickelten Ausdrucke den Gleichungen (K) genügen, zu prüfen und die Expo- 
nenten (t<, p n ft, n so wie zugleich den vorstehenden Ausdruck von X^ wenn es 
erforderlich sein sollte, auf dem Wege allmaliger Annäherung zu verbessern. 

§.82, 

Wenn der Nenner der beiden letzteren Ausdrucke von X und K mit 3t 

SB 
bezeichnet, und Z 2 + T.F,6+ oder 2(iV-t-iV,) — 4Q,cosa = «- gesetzt wird, 

so ergiebt sich : 

SR = (C7+ 2r,F — /r.4ßcoso)[{p +4; q}(cos/?+ ^sin/?) 

+(P*4(),tt*()„)(co8/H>n/J)^ 

+(ÄP,+4r,Ö / +25 // g #/ Xcos^4-/tsin i 8)]- 1 $ \\frPA4r,Q,ni„Q*X*»Plhr*M 
— (,P + AQ, + 2^ Q,)(rtco$ß+ a,smß)J , und 
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89fc 1 d9K* C m *) 

+[*/>, 4- 25„(>„ - r^P, +2^0 // )](cos / J + M sin/?) , 

folglich ^ = — xöj\x + *Q, cos a) und 

— • -y ;» — [2JV+ IN, + (/+ ft,). ^ J 

wesentlich negativ, da das Glied (/+ fO • »5? » wenn es auch positiv wäre, je» 
denfalls kleiner als 1 ist. 
Dagegen ist 

9&N+2N,) \P+4}:Q\(.co»ß+ l s u üu/f)+(P,^.4Q t+ t ^9„)(po§ß+fiaiaß) 
r,.»(27) ~~ R » 

und TT' »W) = * ~" (/+ * )r " r,.Ö(2F) ' 
wesentlich positiv, und eben ao finden sich ferner: 

SP. 57- == (cos/? + /t sin £) O, — X. a •+• (/i — /*„) r,] 

[C+ 2rr+(a,—Xa.+pr t )4Qcoscq[\p+i?Q) (cos£ + /t„ sin ß) 

+(P f + 4Q,+2~Q f )(cosß + fis\n/3)]--(B + (t tt AQ,cosa) 
^JF+^QJCncos^^^sio^^A^+^^+^Q^Ccos^+^sin^, 

-{^}[(.hP t + 4r,Q, + 2s, t Q„)(cosß + fi tf smß) 
- (P, + 4(>,+ 2^0,,)(*cos£+fl,sin / j)] 



8X 



= C/ t/ i,)r ' (cos / ? + f >.in/?), 



»(2F)— » 
so wie auch 

»JE { p -H^} bX . d* _. l f -"fol 9X 

Bf — cosß-t-piinß'Bf und Ö(2F) cos/?-»-/xiin/9'9(2F)' 

wesentlich positiv. 
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Die hier entwickelten Differentialquotienten zeigen demnach, dass 
Grossen JT, K und Ü mit der Kraft %V zugleich zu* und abnehmen, und dass 
bei gleichbleibender Triebkraft die Grossen X und K mit dem Reibungsquotien- 
ten y ebenfalls zugleich wachsen und abnehmen, U, dagegen wacht, yrennf ab* 
nimmt; und umgekehrt. 

§. 83. 

Vermöge der (§. 54) angegebenen Bedingungen für das Entstehen der 
rollenden .und der theilweise gleitenden Bewegung des Dampfwagens sind die 
Gleichungen (K) und die aus ihnen abgeleiteten Ausdrucke nur dann anwendbar 
und gültig, Wenn der ReibungscoefTRcient / kleiner ist als der der Triebkraft 2 V 
zugehörige Reibungsqsquotient R H für die rollende Umdrehung der Treibräder, 
oder, was Dasselbe ist, wenn die Triebkraft 2 ^grösser ist als die Kraft 2F% wel- 
che den Reibungsquotienten R 9 dem gegebenen Coefficienten f gleich macht 
(§. 68). Und nur für solche grössere Werthe der Triebkraft sind die Grössen 
X, AT und U, im vorigen Paragraphen als mit derselben zugleich zu- und abneh- 
mend zu betrachten. 

Werden die beiden Ausdrücke von X, welche aus den Gleichungen (J) 
und (K) hervorgegangen sind (§§. 72 u. 81), einander gleich gesetzt, so ergiebt 
sich daraus/ gleich dem Reibungsquotienten der Treibräder für die beschleu- 
nigte rollende Bewegung, und umgekehrt müssen daher auch durch/* s= R, die 
aus den Gleichungen (K) folgenden Ausdrücke in die entsprechenden, aus den 
Gleichungen (T) gefundenen, sei es für die beschleunigte oder für die gleichför- 
mige Bewegung, übergehen. 

Für einen bestimmten Werth der Triebkraft 2^ ist bei rollender Bewe- 
gung X grösser, V, dagegen kleiner als bei theilweise gleitender Bewegung. 

Die Bemerkungen (§. 68) über die Verhältnisse der Bewegung, welche 
während derselben eintretende Aenderungen der Stärke der Triebkraft und der 
Reibung zwischen den Rädern und der Bahn zur Folge haben» finden auf den 
sechsrädrigen Dampfwagen eben so wohl wie auf den vierrädrigen Anwendung; 
nur mit dem Unterschiede , dass, wenn die als bestimmt und in der Beziehung» 
dassysjRy oder V = Vf\%\ f zu/ stehend angenommene Triebkraft 2^ zu- 
nimmt, ohne dass /sich ändert, bei dem sechsrädrigen Dampfwagen die beiden 
Grössen V, und X ebenfalls» jedoch die erstere verhält nissmässijg mehr als die 
letztere, zunehmen ; so dass V, grösser als {s, — r,)X oder die Umdrehung der 
Treibräder theilweise gleitend wird. 
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Die Bildung und Entwicklung der Gleichungen (K) beruht auf der Vor- 
aussetzung, da ss, während die Treibräder mit theilweite gleitender Umdrehung 
sich bewegen , die Umdrehung der Tragräder des Dampfwagens und der Räder 
des angehängten Wagenzuges rollend sei. Sollte daher, entweder aus numerischen 
Berechnungen, oder durch Erfahrung sich ergeben, dass diese Voraussetzung nicht 
zutreffe, oder mit den für die bekannten Grossen angenommenen Werthen un- 
vereinbar sei, dass nämlich j kleiner sei als der aus den Gleichungen (K) folgende 

R 

Reibungsquotient ^r (§. 81), oder auch kleiner als irgend einer der auf den Wa- 
ll 
geozug bezüglichen Quotienten ts, (welche letztere in der die gewöhnlichen 

Raderfuhrwerke betreffenden Abtheilung dieser Vorträge ihre Bestimmung fin- 
den): so wären auch die aus den Gleichungen (K) gezogenen Folgerungen un- 
statthaft; und wollte man für solche, minder wesentliche Fälle der Bewegung zu 
richtigen, nicht an inneren Widersprüchen leidenden Ergebnissen gelangen , so 
fnussten die Zusammensetzung der Gleichungen der Bewegung und deren Ent- 
wicklung auf Voraussetzungen , welche unter sich und mit den Werthen der 
gegebenen Grossen bestehen können , gegründet und hiernach geändert werden. 
Insbesondere darf, wenn die Gleichungen (K) anwendbar sein sollen, der Reibungs- 
quotient R 9 der TYeibHider weder Null noch negativ werden, weil in solchem 

Falle der Coefficient /, welcher nicht grösser als 2t y sein darf, vereinige dieser 

R 
Bedingung kleiner sein würde , als der Quotient jjr (§.81), der nur positiv sein 

kann. 

Drittes Kapitel. 

Nachtrag* n dm baden vorigen Gayftih. 

$. 84. 

Hat der Dampfwageo zwei Tragräderpaare, statt eines einzelnen, so kann 
es für die Rechnung genügen, ihn als sechsrädrig, mit vier Treibrädern, zu betrach* 
ten 9 und zwar so, dass die vier Tragräder an einer in der Mitte zwischen den 
Achsen der beiden Tragräderpaare mit ihnen parallel angenommenen Axenlinie 
zu zwei Tragrädern vereinigt sind, und demgemäss in den Gleichungen (J u. K) 
des sechsrädrigen Dampfwagens und in den aus ihnen abgeleiteten Ergebnissen, um 
sie auf diesen acht rädr igen Wagen anwendbar zu machen, 4Q„ stall 2Q„ zu setzen 
und den Abstand a, in paralleler Richtung mit der Bahnlinie von der AxenBni* 



354 14» v. Heim, zur Theorie der Bewegung der Räderfuknoerke* 

des hintern Treibräderpaares an bis zu jener hypothetischen Axenlinie zu rech- 
nen, während P, das Gewicht des achträdrigen Dampfwagens f mit Ausschluss der 
Räder und Achsen bedeutet. 

Auch hat man in eben diesen, auf den sechsrädrigen Dampfwagen Bezug 
habenden Gleichungen, und in den aus ihnen entwickelten Ausdrücken und Fol- 
gerungen nur die Grössen a, X und IV, gleich Null, und 2Q„ 2fi, statt 4Q M 4R, 
zu setzen, um sie ferner auf den vierrädrigen Dampf wagen mit zwei Treibrädern 
und zwei Tragrädern anwenden zu können; wodurch die Aufgabe aufhört unbe- 
stimmt zu sein. 

Für Dampfwagen mit andern, zur Ausführung gelangten, oder möglichen 
Combinationen von Rädern mag es hinreichen , im Vorigen die eigentümliche 
Natur der Bewegung der in ihrer Eigenschaft als Räderfuhrwerke betrachteten 
Dampfwagen* im Allgemeinen nachgewiesen und die Grundsätze, aufgestellt zq 
haben, nach welchen die Untersuchungen über die jeder Art derselben zukom- 
menden besonderen Verhältnisse der Bewegung auszuführen sind. Und eben so 
wird es nach den vorgetragenen Sätzen keine sehr wesentliche Schwierigkeiten 
haben , diejenigen Beziehungen zwischen den einwirkenden Kräften und Wider- 
ständen, und der aus ihnen hervorgehenden Beweguug, welche in den Fället) 
eintreten, wenn zwei oder mehrere Dampfwagen in Verbindung mit einander 
zur Fortschaffung grosserer Lasten dienen, durch den Calcul zu ermitteln. 

§. 85. 

Die Function F0 t welche das Gesetz bezeichnet, nach welchem die Grosse 
der an den Treibrädern arbeitenden Kraft der Maschine mit dem Winkel sich 
ändert^ wurde bei detf Bildung der Gleichungen der Bewegung und deren Ent- 
wicklung als bekannt vorausgesetzt (§. 56). Da es eben so schwierig sein wird* 
dieses Gesetz mit der bestehenden Einrichtung irgend einer Maschine überein- 
stimmend genau anzugeben , als die den Wechsel der Triebkraft regelnden Ein- 
richtungen so ins Werk zu setzen , dass sie einem bestimmten Gesetze vollkon** 
men entsprechen : so können folgende Ueberlegungen wenigstens dazu beitragen* 
von der Beschaffenheit der Function FO nach den Bedingungen , denen sie ge- 
nügen soll, eine etwas nähere Vorstellung zu erlangen. 

Das Moment, mit welchem die am Kurbelgriff eines Treibrades arbei- 
tende Kraft der Maschine das Rad zu drehen strebt, in dem Augenblicke der 
Bewegung, aufweichen der Winkel sich bezieht, ist nach ($.56): 
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und FO muss, da T diese Kraft für = 90 9 bezeichnet für eben diesen Werth 
von gleich 1 werden« Soll nun das Moment, und zwar das der Triebkraft eines 
jeden der beiden Cylinder für sich, eine stetig nach derselben Richtung erfolgende 
Umdrehung des Rades, -woran sie arbeitet, wie es vorausgesetzt werden muss, 
hervorbringen können, ohne auch nur augenblicklich die entgegengesetzte Rich- 
tung anzunehmen, so darf dasselbe für keinen Werth des Winkels negativ 

werden, und die Function FO muss daher, da der Bruch -j jedenfalls kleiner als 
1 und der Factor 1 — t # ~t ZI Hh; positiv ist. so beschaffen sein, dass sie 

' y[i-(7»ü.*>] p 

mit sin 6 zugleich das Vorzeichen wechselt, oder dass sie für = und 180 Gr. 
gleich Null und von 180 bis 360 Gr. negativ ist 

Als die geeignetste Form dieser Function ergiebt sich demnach JF"0=sin*6\ 
wenn n eine positive ungerade ganze Zahl bedeutet , und unter diesen Zahlen ist 
n s= 1 diejenige , welche das Moment der umdrehenden Kraft im Allgemeinen 
grosser als die übrigen macht. 

Setzt man demgemass FO = sin 6\ so erhält man, nach den Bezeichnungen 
in (§.56): 

1H9 + = sind + cos Ö, 



va h ( **6 00*0 \ 

FA = b sin» (\ - 7 . r "?° A -I- icosV/1 4> *f ^^ \ 

-.«, +AFA _- +ÄT .^ [i _ ( , | ^ ]+fI _ 5 _^ 

* * • /i /i S *o§0 ri ng \ 

■•■5" T " r " ,# 'GiK{-«n"w»-(i««/ 

und für die (§§. 61 u. 74) statt der Function T, Qr FJ+-*-/u f F,dS) eingeführte 
Kraft 

CraUe*« Journal f. d. H. Bd. XLVL Haft 4. 47 
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ergiebt sich durch Integration : 

/l+2Sfl 1/»Y 15 /*Y 1 3-#-2HTl 3/»y 27 /»V 1 

r, I) &-H2H 1 /ftVri . 15 /t\» 1 7+2H 3 /&\« 
1 "25-»-4fl»'32\J/L 1+ 16W J" l "49-t-4fl» , M2W*"" 

Für den vierrädrigen Daropfwageo (§.61) ist H = —^ (cosß+ /umß) 9 
är den sechsrädrigen Dampfwagen (§. 72) dagegen 

fl = [a, — Ä*a + Gu,— ^)m]— jg— (cos£H-/zsinl), 

wenn die Buchstaben x, J 9 J2 f St in der oben (§. 62, 65, 74) ihnen beigelegten 

jj verhältniss- 
massig klein sind, so kann das bestimmte Integral 

jtnl^T ('""G, - F f+ + / JL ' F ' e +)* e näherungsweise - £+ l(^~l^ H ) 

•* :1er auch nur = - + fi f -j gesetzt werden« 

Wenn jedoch auch das Moment T.F9+ durch die Function <F9 = sin0 
für jeden Werth des Winkels 0, oder während eines ganzen Rad -Umlaufs, nur 
positiv werden kann» so folgt daraus noch nicht, dass die Grösse 2 V durch 
FO = sin#, bei übrigens gleichen Grossen Verhältnissen, nothwendig grosser sich 
ergebe 9 als durch jede andere Function von 6, welche diese Eigenschaft 
nicht hat. 

Die Grosse FO ist im Vorigen als eine stetige, während des ganzen Kreis- 
Umlaufs der Kurbel, oder während des ganzen Kolbenlaufs sich gleich bleibende 
Function von betrachtet und behandelt worden. Wäre sie Dies nicht, oder 
zerfiele der Kurbelkreis in mehrere Theile, für deren jeden die Function FO einen 
andern Ausdruck hätte, so mfisste das Integral 
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A**^A+ fi,F,0.)*6, wofiir auch y*" ^ M+ + fr***)** 

gesetzt werden kann» stückweise, nämlich für jeden dieser Theile der entspre- 
chende besondere Theil des Integrals, genommen werden. Wird z.B. der Druck 
des Dampfs auf den Kolben als während des ganzen Kolbenlaufs gleich gross 
vorausgesetzt, so hat man, von 0=0 an bis 0=7c, d. h. für den obern Halbkreis 
des Kurbel -Umlaufs, oder für den Kolbenlauf vorwärts, JF0=1, und von 0=* 
an bis = 2jt, d. h. fflr den untern Halbkreis des Kurbel -Umlaufs, oder für 
den Kolbenlauf rückwärts, F0 = — 1 anzunehmen. Das eben angegebene Inte- 
gral zerfallt dann in die beiden Theile : 

und es ergiebt sich, wenn der Einfachheit wegen bei der Integration die den 

(b\* 
7) enthaltenden Glieder weggelassen werden, die Grosse 

welcher Ausdruck für H=0 auf - T~ +/V j) zurückgeht, während für JF10»sin0, 
unter den gleichen Abkürzungen, 2f = T^- + fVrl gefunden wurde. 



§86. 

Die in die Rechnung aufgenommene eingebildete Kraft 2 V (§. 61) ist 
zwar der Bedingung gemäss bestimmt worden , dass sie , als eine vom Winkel $ 
unabhängige Kraft, die Umdrehungsgeschwindigkeit nach jedem Umlaufe der 

Treiblider gleichwohl eben so gross giebt, wie die Kraft T- (fFß++fi,F,0+) 9 

und kann insofern als ihr gleichgeltend betrachtet werden. Die Aequivalenz 
dieser beiden Kräfte ist jedoch desshalb nicht vollständig, weil die wirkliche Zeit 
eines durch die letztere Kraft hervorgebrachten Räder -Umlaufs im Allgemeinen 

47* 
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nicht genau eben so gross ist f als es die Zeit eines Umlaufs sein wurde , wenn 
die Umdrehung durch die surrogirte Kraft 2 V hervorgebracht würde. 

Wird nämlich durch u % die Umdrehungsgeschwindigkeit am Anfange des 
Umlaufs oder für ss bezeichnet, und durch wj(l + #) das Quadrat u} der 
wirklichen Umdrehungsgeschwindigkeit für irgend einen Werth des Winkels 0, 
durch w}(l+r) aber das Quadrat der der Kraft 2f entsprechenden Umdrehungsge* 
schwindigkeit für denselben Werth dieses Winkels, ausgedrückt, so dass # und 
r Functionen von vorstellen» welche für ä verschwinden, so ist: 

Die wirkliche Umlaufszeit -f^U&)^f™(l-\&^ö>...), 

Die der Kraft 2fentsprechende Umlaufszcfit- /^(1+r)" 1 - f— (1- \r+^. . . .), 

und es müssten & und r gleiche Functionen von FO oder von sein f wenn' die 
beiden Umlaufszeiten allgemein für jede Function FO gleich gross sein sollten. 

Aus der Gleichung (O, $. 61) findet sich aber, indem man in ihr aJ(l+#) 
satt uj und Null statt e setzt: 

Hui.* = (ß+ »«(*■*- 1) +a»^.^5^ 

und aus der Gleichung (P, §< 61): 

fliij.r aa (B+ÄO(^-l)+^^(l-^ = (2^F-JB-Ä4)(l-e- 1 ^ 
und die Gleichheit beider Umlaufszeiten würde erfordern, dass 

e+e " ' . . 

2J77* /* yl \ 

d. h., weil 2f r - iSÄr jy«««»(-F a ^+ / a,j;^)eÖ ist, dass für jeden Werth 
des Winkels im Kreise, 

sei; welche letztere Gleichheit nur dann Statt finden kann, wenn T.yjF^ß^tf^Ffl^J 

nach constant odei gleich 2 V ist. Die beiden Umlaufszeiten können daher 
nieht für jede Function FO g*j? gleich gross sein, sondern nur für solche, (wenn 

es deren giebt), für welche die Grosse -F 2 O+-t-/u,F,0+ nach bestandig ist; 
wie Dies unmittelbar aus der Bedingung & = r lur jeden Winkel 0, d» h. ras 
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der Bedingung der Gleichheit der wirklichen und der der Kraft 2 V zugehörigen 
Umdrehungsgeschwindigkeit für jeden Augenblick des Umlaufs, folgt. 

In dem besondern Falle , wenn r — oder V — F, (§• 61) ist, kommt 
die angegebene Bedingung # = r darauf hinaus, dass für jeden Werth des 
Winkels 6, 

f*"HzF t e++p,F l o+)t>e 

^0-1 2 HAT * d - h# 1 \r l t r++ß,*,V+)=--^—-*v,*ei- 

Durch FO -* $ m wird die Bedingung der Beständigkeit der Grosse 

~F t 0+ + u,F f 0+ zwar nicht vollkommen, jedoch nahebei erfüllt, und der Un- 

terschied der beiden betrachteten Umlaufszeiten konnte daher, wenn FO = sin0 
wäre , nur sehr geringe sein. 



§. 87. 

Die Beziehung^ welche bei der Umdrehung der Treibräder zwischen der 
Lage des Kurbel «Arms oder dem Winkel 0, und dem Stande des Kolbens im 
Dampfcylinder Statt findet, ergiebt sich wie folgt. 

Wenn der Winkel gleich Null ist, oder der Kurbel -Arm et (Fig. 5) 
beim Umlaufe des Rades hinter der Achsenlinie in der Parallelen cn oder in der 
verlängerten Axe des Cylinders sich befindet, so fällt der der Kurbelstange und 
der Kolbenstange gemeinschaftliche Gelenkpunct a in den Punct m 9 und es steht 
der Kolben am hintern Ende des Cylinders. Während nun der Kurbel-Arm 
den Winkel nee = beschreibt, durchläuft der Gelenkpunct a den Weg ma, 
und der Kolben denselben Raum vom hintern Ende des Cylinders an ; und wenn 
z diesen Raum oder den dem Winkel entsprechenden Abstand des Kolbens 
vom hintern Ende des Cylinders (den Kolbenhub) bezeichnet, während b und / 
(§• 56) die Langen ce und ae des Kurbel- Arms und der Kurbelstange ausdruc- 
ken, so ist: 

ö» = /+z, n£ = (1 — cos0)6, und (0^)* = (öAr)* + (Afe)% d. h. 
/»sp+i-^l-cos^P + Ä'sin**, 

woraus z = *(1- cos Ä) - /[l - }/ (l - (^sin ö)*)] , 

/> 1 2l * + ** • a =fc)/[»(26-» )(2lM)(2 g - b) + zl\ 
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folgt. Das obere Vorzeichen von sin bezieht sich auf den Kolbenlauf vorwarft, 
das. untere auf den Kolbenlauf rückwärts ; der Abstand z aber ist immer vom 
hinlern Ende des Cylinders an zu rechnen. 

Es ist demnach x = für = 0, und z = 26 tut $ = 18O , aber 
z — b +V(P-b*)-Kb für = 90* und 270», und für z = b ist sin* - 

— 21' sinö — ± VI 1 — (2// I» Wenn der Kolben im Laufe vorwärts die Mitte 

des Cylinders erreicht, hat der Kurbel-Arm einen Bogen > 90*, und wenn der 
Kolben im Rückgänge wieder in der Mille anlangt, einen Bogen < 27O beschrie» 

270* °^ er ^ er Unter» 

schied zwischen z und (1 — cos 0)b ist um so geringer, je grosser / gegen b ist, 
und wflrde verschwinden, wenn / unendlich gross wäre. 

Der im Obigen durch T. F0 bezeichnete Druck des Dampfs auf den Cy- 
linderkolben lasst sich nach den vorstehenden Ausdrücken von sinö und cosd, 
wenn F6 bekannt ist, auch als eine Function des Abstandes z ausdrücken. 



§. 88. 

Das bei der Berechnung des Trägheitsmomenls der Räder, mit Inbegriff 
der Achsen, anzuwendende Verfahren wird als bekannt vorausgesetzt (Bei der 
gewöhnlichen Bauart der Treibräder und der Tragräder der Dampfwagen fallt 
das Trägheitsmoment eines Räderpaares mit der Achse im Allgemeinen zwischen 
0)5 Mf* und 0,54 itfr% wenn r den Halbmesser der Räder uud M die Masse 
des Raderpaares mit der Achse bezeichnet) 

Für die umdrehende Bewegung der Kuppelstangen , welche diese Theile 
der Dampfwagen mit den durch sie verbundenen Treibrädern gemein haben, 
findet sich, wenn man das Gewicht einer Kuppelstange mit w bezeichnet und die 
Quantitäten der Bewegung als Kräfte nach den beiden coordinirten Axen zerlegt 
für den dem Winkel entsprechenden Augenblick der Bewegung und für die 
Beschleunigung der Quantität der umdrehenden Bewegung einer Kuppelstange: 

Nach der Richtung der Axe der oc (a.) = -bsinO. jtt* . 
Mach der darauf senkrechten Richtung (b.) = - b sin . ^r' 



und, die Hälfte des Gewichts ct> auf jedes der beiden durch die Kuppelstange ver- 
bundenen Treibräder gerechnet, fttr das Moment der Beschleunigung der Quan- 
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titat der Bewegung der halben Kuppelstange, in Bezug auf die Axenlinie des 
Treibrades, zu welchem diese Hälfte gehört, und zwar für der Moment 

Der Beschleunigung nach der Richtung der Axe der oc, = ^'"n'tf.gj , 

Der Beschleunigung nach der darauf senkrechten Richtung, =^A*co$*0.^ ; 
daher, für jeden Werth des Winkels 0, für 

Das ganze Moment der Beschleunigung (c.) , = 2*^* • gf • 

wie wenn die halbe Masse der Stange am Ende des Kurbel-Armes jedes Rades 
vereinigt wäre. 

Auf den Punct der Berührung zwichen dem hintern Treibrade und der 
Bahnlinie bezogen, ergiebt sich aber, für den dem Winkel entsprechenden Au- 
genblick der Bewegung, für das Moment der Beschleunigung der Quantität der 
Bewegung 

Der einen Hälfte der Kuppelstange am hintern Treibrade, s^^l^l+sintf), 

Der andern Hälfte am vordem Treibrade, = o^^grf l+^titf— rcostf) , 

(wo a den Abstand zwichen den Achsenlinien der beiden Treibräderpaare 
(§. 56) bedeutet), 

Daher der ganzen Kuppelstange (d.) = -b\^(l+$inO — sgcos0J M ; 

wie wenn die ganze Masse der Stange, in einem Punct e vereinigt, auf dem Umfange 
eines in der Mitte zwischen den beiden Treibridern befindlichen Kreises vom 
Halbmesser der Kurbel sich bewegte. 

Die Beschleunigungen (a, b) und die Momente (c, d) sollten , auf die bei- 
den Kuppelstangen mit Rücksicht auf die verschiedene Stellung der ihnen zuge- 
hörigen Kurbelarme bezogen, nach den oben angeführten und angewendeten 
Grundsätzen in die Gleichungen (G, H, J, K) aufgenommen werden , wodurch 
die aus ihnen abgeleiteten Ausdrücke der unbekannten Grossen, und insbesondere 
die Gleichung (M> §. 61) eine etwas veränderte Gestalt annehmen. würden. Da 
jedoch das Gewicht der Kuppelstangen im Verhältniss zum Gewicht der Treib- 
räder wenig beträchtlich ist, und die Glieder mit sin und cos der Beschleu- 
nigungen und Momente im Umfange eines Kreis-Umlaufes sich aufheben, so kann 

es genügen, das Moment -ä 1 in das Trägheitsmoment — ! Ar, 1 der Treibräder ein- 
zurechnen ; eben so wie auch a> in dem Gewicht 2 Q, mitbegriffen ist. 
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§. 89. 

Der Buchstab T (§. 56) bedeutet den wirksamen Druck des Dampfs auf 
den Kolben eines Cy linders , für = 90°, oder für denjenigen Augenblick eines 
Rad -Umlaufes , in welchem der Kurbel - Arm über der Axenlinie senkrecht auf 
der Bahnlinie steht ; er ist ein Product der Kolbenfläche in die Spannung des 
Dampfs oder in den Druck, den die Einheit der Kolbenfläche erleidet, oder, 
naher bezeichnet» in den Unterschied, um welchen dieser Druck auf die Flächen- 
Einheit auf der einen, in der Bewegung nachfolgenden Seite des Kolbens grosser 
ist , als auf der vorausgehenden Seite. Die Spannung des Dampfs im Cylinder 
ist im Allgemeinen von der im Kessel verschieden , und wird von dieser um so 
mehr übertroffen, je grösser die Geschwindigkeit ist, mit welcher der Dampf- 
wagen sich bewegt. Um den Druck im Cylinder genau zu finden, müsste eine 
strenge Theorie neben der Bewegung des Dampfwagens zugleich die Bewegung 
der ganzen Masse des sich entwickelnden Dampfs in Rechnung bringen. Da 
jedoch an eine Losung der in diesem Umfange aufgefassten Aufgabe nicht zu 
denken ist, und die einer unmittelbaren Messung des Drucks T entgegenstehen- 
den Schwierigkeiten ebenfalls kaum zu überwinden sein werden, so wird man sich 
damit begnügen müssen, für das Gesetz, nach welchem der Druck T von der 
Spannung des Dampfs im Kessel und von der Geschwindigkeit der Bewegung 
des Dampfwagens abhangt, eine empirische Formel aufzustellen, welche den Be- 
dingungen entsprechen muss, dass der Druck T, für u, ^= 0, oder im Anfange 
der Bewegung des Dampfwagens, dem Producte der Kolbenfläche in die Span- 
nung des Dampfs im Kessel gleich sei , und dass er mit wachsender Geschwin- 
digkeit u abnehme, aber, wie weit auch u, zunähme, weder Null, noch negativ 
werden könne. Bezeichnet T k das obengenannte Product der Kolbenflache in 
den nach der Flächen -Einheit gemessenen (wirksamen) Druck des Dampfs im 
Kessel, und e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen, so kann man, um 
diesen Bedingungen auf eine einfache Weise zu genügen, T=T k .c~** t setzen, 
in welchem Ausdruck u, , wie bisher, die Umdrehungsgeschwindigkeit der Treib- 
rader, und 6 eine numerische Grosse bezeichnet, die von der Stärke der Dampf- 
Entwickelung, der Weite der Dampfleitungsrohren und andern Umständen ab- 
hangt, und durch Versuche gefunden werden muss. 

Die Gleichung -ct = gX für die rollende Bewegung, oder die Gleichung 
(M) (§.61), nimmt hiernach, wenn zur Abkürzung 4 in der Bedeutung von 



14. v. Heim, tur Theorie der Bewegung der Räderfukrwerke. 363 

^FZn') eiff \fJ 4 \ i9 ++u l F t + )Bd statt -F t $++p,F,$+ gesetzt und St in der 
Bedeutung des Nenners von .AT und AT (§.59 oder 72) genommen wird, die Form 

(Q.) ^' = 4^.7;. e** - B - //«,» 

an» wo in Bezug auf den vierrädrigen Dampfwagen (§. 59): 

A = (cos/? + fi sin/3) ^ , 

# = |[(P,+4Q,)»ina+ ft/ i>,cosa](cos i ff+ A tsin i e)+|?)| (cos^+^sin/?,)! ^j, 
in Bezug auf den sechsrädrigen Dampfwagen (§. 72) : 

.4 =s (a, — A/a)(cos/?+/isin/?)- s , 

B = K«i,-Xa) {[(P^Ö^^Osioa+^^cosajCcos/S+^sin^+^jCcos/y+^sin^)! 

+ U-^KC-mÄXcM^+^sinÄH- i«| (ncos/?+a,sin/S)]| ^ 
ist, f/aber die in (§. 85) angegebene Bedeutung hat. 



§. 90. 

du 

Für die gleichförmige Bewegung oder für g~ = giebt die vorstehende 

Gleichung (Q), wenn die Geschwindigkeit dieser Bewegung, nämlich der gleich- 
formigen umdrehenden Bewegung der Treibräder, durch u bezeichnet und ip 
statt i* geschrieben wird: 

(R.) pb\>-»- 9 = 0, 

und es ist hier für den vierrädrigen Dampfwagen : 

^=7i , 9=(i > , + 4^sina+^P,cosa + {^}^-^ s ^+ — (r,u)*, 
und für den sechsrädrigen Dampfwagen : 

p = 7' 4 , 9 = (P,+4Q,+2^sin«+,,,,P,co,« + |*P} ZfßY;Z j 

Wenn die beständige Geschwindigkeit u durch einen Versuch mit gleich- 
förmiger Bewegung eines Dampfwagens, und die übrigen in die Gleichung (R) 
eingehenden Grössen, bis auf eine der beiden 4, xf> f durch Beobachtung, oder durch 
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Rechnung bekannt sind, so kann die Gleichung dazu dienen, die Unbekannte zu 
bestimmen ; und hat man durch weitere Versuche mit demselben Dampfwagen 
andere Werthe p\ q\ uf für die bekannten Grossen ermittelt, so lassen sich dar- 
aus die diesem Dampfwagen angebörigen Werthe der beiden Grössen £» ^. als 
der Unbekannten, und somit auch der Grösse ($, durch Rechnung finden. Die 
beiden Gleichungen 

geben nämlich durch Auflösung, wenn unter log natürliche Logarithmen ver- 
standen werden: 

Wenn u ^ u s ist, so muss, damit @, wie es sein soll, positiv werde, 
r>S sein; 4 wird dagegen immer positiv. Die Geschwindigkeiten u und tt' 

müssen unter sich verschieden, und ihr Unterschied darf nicht zu klein sein; 
wäre p = /?', so müssten q und q\ oder wäre q —q' t so mussten p und/?' unter 

sich verschieden sein. 

... . .1 

Die empirische Ermittelung der die Function - F \0++p>,Fß+ ersetzenden 

Grösse 4 > wie sie irgend einer bestimmten Bauart des Dampfwagens entspricht, 
macht die Kenntniss der Function FO, sofern die meisten der aus den Gleichun- 
gen (G, H, J, K) abgeleiteten Ausdrucke die Function FO nicht für sich, sondern 

nur in der Combination ~F 2 0++(i i F9+ enthalten, für den auf Dampfwagen von 

jener Bauart Bezug habenden Calcul entbehrlich; und nur zu Berechnungen, 
welche die Kenntniss der, die Function FO anders als in der genannten Combi- 
nation enthaltenden Grössen Y 2 und Z% erfordern, ist ebenfalls die Kenntniss 
der letzteren Function an und für sich nöthig. 

Uro die Grössen 4 und (& auf dem Wege der Versuche mit genügender 
Sicherheit zu bestimmen, ist es unerläßlich, dass die Werthe der als bekannt 
vorausgesetzten Grössen während der Versuche so viel als möglich unverändert 
bleiben und genau ermittelt werden. Es könnte hiezu etwa von Nutzen sein, 
eine solche Erwerthung, insbesondere der auf den Widerstand der Luft bezüg- 
lichen Flächengrösse £, durch eigends für diesen Zweck an den Dampfwagen 
anzubringende Vorrichtungen zu erleichtern. 
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§. 91. 

Wenn die Grossen 4 und ($ bekannt sind, so giebt die Gleichung (R) , 
d. h. die Gleichung 

den Druck 7]^ 9 welchen die gleichförmige Bewegung des Dampfwagens mit einer 
bestimmten Geschwindigkeit erfordert, nämlich T* — — j- * — *e ftu f oder auch, nä- 
herungsweise auf indirectem Wege» die beständige Geschwindigkeit, mit welcher 
der Dampfwagen, bei einem gegebenen Werthe von T h gleichförmig sich bewegen 
kann. Und diese Gleichung zeigt» dass ein grosserer Druck T kl unter sonst gleichen 
Umständen, auch eine grossere Geschwindigkeit u giebt, und dass, wenn überhaupt 

eine Fortbewegung möglich sein soll, T k grosser als g sein muss ; in Ucberein- 
stimmung mit (§§. 60 u. 73.) 

Mit der Integration der Gleichungen für die rollende Bewegung : 

&*, , fl n,*u, 

ö/ — &T k .e-*»>-B-Hu* und W — lAT k .e+"-B-Bu*' 

durch welche die Zeit / und der zurückgelegte Weg x = r,$ als Functionen der 

Geschwindigkeit j^ = rju, = r 'Wt* un ^ ^ a ^ er mittelbar auch der zurückgelegte 

Weg als Function der Zeit dargestellt werden würden, könnte die Aufgabe, die 
dynamischen Verhältnisse der Dampfwagen in ihrer Eigenschaft als Räderfuhrwerke 
theoretisch zu erforschen, als gelöset betrachtet werden. Diese Integration wird 
jedoch nur auf dem Wege der Quadraturen zu bewerkstelligen sein, und scheint 
um so mehr von etwas untergeordneter Bedeutung zu sein, als die Zeitdauer 

der Bewegung, wie sie aus ihr sich ergiebt, nach ($.86), wegen der Substitution 

1 

von 4 an die Stelle von - Fß++/JL F,O+ t noch einer Verbesserung bedürfen würde, 

um der Forderung der Genauigkeit zu genügen. 

8* 
Die Gleichung 8/ — twy *-€*-! » — Hu* R* 6 ^' aue ^ °^ nc ** e zu * n * e ~ 

griren, zu erkennen, dass die Zeit / für u, = u unendlich gross ist, oder dass die 
Bewegung des Dampfwagens eigentlich nie eine vollständige Gleichförmigkeit er* 
langt, wenn auch in kurzer Zeit ein der gleichförmigen Bewegung nahe kommen- 
der Zustand der beschleunigten Bewegung eintritt. 

48* 
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§. 92. 

Ueber die Anwendung der vorstehenden Ergebnisse zu Zahlenrechnungen, 
welche auf den Gebrauch der Dampfwagen sich beziehen, mögen schliesslich noch 
einige Bemerkungen folgen. 

Bei manchen, die Bewegung der Dampfwagen beireffenden Fragen, 
kann die eingebildete Triebkraft JLV % welche man sich am äussern Umfange der 
Treibräder angebracht vorstellt (§. 61), ohne Rucksicht auf die Art ihrer Erzeu- 
gung, für sich als bewegende Kraft betrachtet, und es kann daher, sowohl von der- 
jenigen Veränderlichkeit der Triebkraft, welche auf die bei der Umdrehung der 
Räder wechselnde Lage der Kurbel-Anne Bezug hat und durch die Function FO 
vertreten wird, als auch von der Beziehung, in welcher die Grossen 7' und jT 4 , 
oder die Spannung des Dampfs in den C) lindern und die im Kessel, zu einander 
stehen, abgesehen werden; eben so wie man bei manchen, die Bewegung der ge- 
wöhnlichen Räderfuhrwerke betreffenden Fragen, die absolute Grösse der Zugkraft 
nicht zu kennen braucht. 

Bei dieser Vorstellungs- Art von derTriebkraft kann nun derjenige Werth 
derselben, welcher zur gleichförmigen rollenden Bewegung des Dampfwagens 
auf wage rechter Bahn mit einer bestimmten Last und Geschwindigkeit nöthig ist, 
und mit dem gebräuchlichen Maasse der Triebkraft nach der Erfahrung sich ver- 
gleichen lässt, d. h. nach den bisherigen Bezeichnungen die Grösse 2/^f(§. 61) 
für a = und für bestimmte Werthe von \P + 4Q( und u,, zur Einheit, oder 
die Kraft 2F als ein Vielfaches dieses Werths von 2/^ genommen werden, und 
es wird sodann diejenige Fonn der aus den Gleichungen der rollenden Bewegung 
entwickelten Ausdrücke, welche denselben in (§§. 62 u. 74) gegeben ist, zu den 
anzustellenden Berechnungen die geschickteste sein. 

Ueberhaupt aber wird die Ausführung dieser Rechnungen in Zahlen , da 
die geringe Grösse des Neigungswinkels a, wie er bei den Bahnen der Dampf- 
wagen vorkommt, der nöthigen Genauigkeit unbeschadet, manche Erleichterung 
zulässt, und der Winkel /?, unter welchem die Zugkraft des Dampfwagens auf 
die Wagen wirkt, sowie bei dem sechsrädrigen Dampfwagen die Verhältnisszahl A; 
(§. 78), gewöhnlich gleich Null anzunehmen ist, im Ganzen viel weniger umstand* 
lieh sein, als die Gestalt, welche einige jener Ausdrücke bei ihrer Entwicklung 
haben, vermuthen lassen. 

Stuttgart , im Mai 1852. 
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15. 

Ueber die Functionen, welche der Gleichung 

Genüge leisten. 

(Von Herrn Dr. C. Lottncr, Lehrer der Math, und Physik an der höheren Bürgerschule 

zu Lippstadt) 



J^Lbel (Oeuvres completes de N. H. Abel, re'dige'es par B. Holmboe. 

Tom.I. No.IX) hat die allgemeinste Form für die Functionen angegeben, welche 

die Gleichung cpat + tpy = il*(xfy + yfx) befriedigen; und zwar ergiebt sich 

für die Functionen cp und ib die Form eines Logarithmus, unter welchem die 

Function /"enthalten ist, die selbst wieder durch eine im Allgemeinen nicht los« 

liehe Gleichung 

{fx — nxY+«.{fx + nxf a = a*% 

wow,a Constanten sind, gefunden wird. Am Ende der Untersuchung deutet 
Abel den Weg an , wie man zur Auflosung jeder Functionalgleichung von zwei 
Veränderlichen gelangen könne. Er sagt nämlich: „Par le meine proce'de', qui 
„a donne ci-dessus (es fonetions, qui satisfont a l'e'quation 

tpx + 9/ = ^(xfy + yfx), 

„on peut trouver les fonetions inconnues dans toute autre e'quation a deux quan- 
„tite's variables. En effet, on peut, par des diffe'rentations successives par rapport 
„aux deux quantite's variables, trouver autant dVquations, qui en sont ne'cessai- 
„res, pour elimincr des fonetions quelconques; de sorte qu'on parviendra ä une 
„e'quation, qui ne contient qu'une seule de ces fonetions et qui sera en ge'ne'ral 
„une e'quation differentielle dun ce'rtain ordre. Onpeut donc ge'ne'ralement trou- 
„ver chaeune de ces fonetions par une seule e'quation. II suit de la quune teile 
„Equation n*est que tres rarement possible." Hierdurch veranlasst, versuchte ich 
eine Losung der allgemeineren Gleichung 
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Diese Gleichung ist deshalb interessant» weil, so wie in 

<px + <py = o|;(x/y +yfx) 

die Additionstheoreme der Logarithmen und Kreisbogen enthalten sind, in ihrer 
Form das Additionstheorem der elliptischen Functionen liegt. Wollte man die 
Untersuchung auf die von Abel angegebene Weise anstellen , so wurde man bei 
den wiederholten Differentiationen auf grosse Schwierigkeiten stossen. Lässt man 
dagegen gewisse Bedingungen für die Functionen f, F\ %, <p von vorn herein zu, 
so kann man zu Losungen der Gleichung gelangen. Dies wollen wir zu zeigen 

versuchen. 

%— 

Es sei — — -, — c— ^— == q, so ist, wenn man partiell nach x und y diffe- 
rentiirt : 

Durch Elimination von i|/q erhält man : 
Es ist aber: 

Sy — [*(*y)]' 

Es sei jetzt 

Stellt man sieb nun die Ausdrücke für g- und g- in der Gleichung (1) substi- 
tuirt vor, und alsdann für y immer gesetzt, so findet sich : 

V x — y{a'.F* + /S» - «(a.flc + ßfx)? 

Ebenso: y y - r { ! t.F 9 + ßfy)-* 9 (fl.F 9 +W 

Setzt man in die Gleichung (1) die Ausdrücke «r und sp. ohney ver- 
schwinden zu lassen , so erhält man, nach einigen Umformungen : 



15. Lottur, ib. d. F\eu*o*em, wekke d. QMchwg <p<x)-»-<]p<y) - y (..,.) Qmüge UittetL 309 

(M (fx Fv + fx F£\ ^) ^^l^H<>/tfV^ 
05.; UX-fy+Sy-**)-^^- *<p'x-yqfy • 

Wollte man nun den Gang, den Abel einschlug, weiter verfolgen, so 
musste man aus (2) die Ausdrucke von g),x und tp,y in (3) substituiren , und 
dann irgend eine Bedingung für /und F daraus ableiten. Die Untersuchung 
wurde aber dann durch die grossen Rechnungen äusserst schwierig werden. Man 
nehme deshalb an, dass die Constante verschwinde. Dann erhält man aus (3), 
verbunden mit (2), die Gleichung: 

(4.) (f*.F y +fy.Fw).$$ 

+ («P- « 'P).(F*.Fxfyfy -Fy.FyfxJ'x) 

~ . x{arx^ßf 9 xU^Fy^ßrfy)^y(ar y + ßfy).^Fx^ßfx) 

Auch die Annahme, dass 7/ = ist, genügt noch nicht, um aus diesem 
complicirten Ausdrucke irgend etwas zu schliessen. Man suche daher zu erlan- 
gen, dass sowohl der Zähler als der Nenner des Bruchs in zwei TheUe zerfalle^ 
von denen der eine nur eine Function von y 9 der andere die entsprechende Func- 
tion von x ist, d. h., dass die Gleichung (4) folgende Gestalt annehme : 

X(xy) ~ Wy - Vs # 

Dieser Zweck wird erreicht, wenn man statt fx einfach x setzt. Es bieten sich 
ausserdem noch andere Wege dar, um zu einem Resultate zu gelangen , die wir 
später betrachten wollen. 



I. 

In dem Fälle, wenn fx ■= x ist, wird a — 0, a' — 1 und 

aß 
( 5 -) 9 * = Fx + p x • 

In Folge dessen geht die Gleichung (4) in nachstehende über: 

j'(sy) _ -ßß'x(Fy-yF& + ßpy(Fx-xFx}-ßüFx.F'x-xFy.Fy) 
Z~6jÖ — (xF 9 + 9 Fx)[flx{Fy + /ry)-ß 9 (Fx + ß'x)] 

Hebt man den gemeinschaftlichen Factor ß weg, bringt den Zähler auf eine sym- 
metrische Form, dividirt Zähler und Nenner mit xy 9 und zieht aus dem Nenner 
alsdann noch den Factor xy heraus, so erhält man: 
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X 



Setzt man nun Fy = ß'&(y)i so lässt sich im Zähler und Nenner ß n wegheben 
und man bekommt: 

Das Problem reducirt sich also auf die Frage, wie zwei Functionen X/und 

7 beschaffen sein müssen , damit der Bruch * _ ' nur eine Function \ov\ xy 
werde. Bezeichnet man diese Function mit te(xy) 9 so ergiebt sich: 
(8.) ).y — lx=> (ry — rx).w(ry). 

Durch partielle Differentiation nach y und nach x finden sich hieraus folgende 
Gleichungen: 

(9.) + Wy = (ry — rx)x.w'(xy) •+■ T*y.w{xy) 

— W/x = (ry — Tx)y .w\xy) — r 4 x.w{xy) 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen m\\ y, die zweite mit x t und sub- 
Irahirt die Productc, so erhält man: 

(10.) yl'y+xl'x = (yr'y + xr'x).w(xy) . 

Aus dieser Gleichung und aus der Gleichung (8) folgt: 

(11.) * {xy) « - — Tx = -<- ~^r x . 

Hätte man die Gleichung 

gehabt, so hätte sich durch eine ähnliche Rechnung gefunden, dass: 

(11.) w,{xy) - Tjf + rx - y f^r^i "t. 
Es lässt sich hieraus im Allgemeinen schliessen, dass wenn w(xy) 

«s -*-^ — sein soll, alsdann der Ausdruck 
X V : =F TX 

Statt finden muss. Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes auf die Glei- 
chung (11) findet sich: 
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/iqn Ay — A x yl'y + xX' x y* A''y **■ y A'y — x^x — xA'x 
V v ry — tx yr'y + a?^ yVy-Hyr'y — xV*— st'x 

_ yn f ''y + 3y*X''y+yX'y + x*X n 'x + 3x*X''x + x X'x ■ _ 

— yV''y+3yV'y + yT'y + xV''x + 3xV'x + xr'x — CtC ' 

Diese Gleichungen werden sämmtlich erfüllt, wenn man Ay = c.ry + r x 
setzt, wo c und c t Constanten sind; die Function c?(xy) wird in diesem Falle 
zu einer Constante. 

Ausser dieser Auflösung lassen sich aber noch zwei andere aus der Glei- 
chung (12) ableiten ; und zwar auf folgende Weise. Die Brüche in den Glei- 
chungen (12) , bei denen das negative Zeichen im Zähler und Nenner sich zeigt, 

nehmen für den speciellen Fall j = x den unbestimmten Werth k* an; also fin- 
det man ihren Werth , wenn man Zähler und Nenner nach y differentiirt und 
darauf y = x setzt Führt man diese Operation an den Brüchen 



Xy — Ax f *A"y -f- yX'y — x % X"x — xX'x 
xy — rx y Vy -#- y r y — x*t"x — xt'x 



aus , so ergiebt sich : 

Xx *»A w x + 3xA" + AV 
v 1 *) t'x "■xV'x-i-Sxt'-i-tV 

Durch Veränderung der Buchstaben erhält man : 

X^y fX"9 + 3 9 l 9 + X § 9 

*'y " yV"y + 3yr"y + T'y # 

Die Gleichungen (12) verlangen aber, dass 

/i j ^ Ö±*^* y*X , ' , y + 3 y n"y+yX'y + *X l "x + Sx*X"x + xX'x 
^ 14 ° yt'y + xT'z " y V, + 3y V'y -*- y^y +x 8 ^'x^ 3«V*+^^ 

sei. Hat man die beiden Gleichungen : 

w Fx F,x ' Fy F,y * 

so ist die Bedingung dafür , dass 

/ a \ yf y "** */* „ yf*y-*-*fi* 

K " yFy -*- xFx y F,y -*- xF,x 

sei , offenbar, wie sich d urch Multipliciren findet : 

fy.F,x+f*-F,y=/,y.Fx+f,x.Fy 

(b) oder fx.F.y — Fx.f,y —f 9 x.Fy—fy.F f x. 
Aus der Division der beiden Gleichungen (a) folgt: 
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f*.F# _ ./>-*» 
f,y.Fx fy.F,x * 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar : 

fx.F,y—f,y.Fx ^ f,x.Fy—fy.F,x 
f&.Fx • fy.,Fx 

Da aber nach (b) die Zähler dieser Brüche gleich sind» so müssen auch die Nen- 
ner gleich sein ; d. h. es muss 

(<0 f,y* Fx =fy.F,x oder ^ - ^r| 

sein. Da ferner y und x durchaus unabhängig von einander sind, so kann die 
Gleichung nur erfüllt werden , wenn j- und «- einer und derselben Con- 

stante gleich sind. Es ist also 77 ■* 7— = c , v^l = -•=— = c Der Ausdruck 

(13) gehört in die Kategorie derer, die eine Bedingungsgleichung wie (a,) er- 
füllen müssen. Es lässt sich also schlicssen, dass 

/f _ x *j^ ^x 

•der *»A/"a? + 3xX"x — /rfc/rr = , a?V"a? 4- 3arr"x — x^x = , 

sei, wo k = l — -ist. 

c 

Differentialgleichungen dieser Art werden bekanntlich integrirt, wenn man 
X' x = x 9 setzt, und die verschiedenen Werthe von v bestimmt. Man erhält in 
solchem Falle, nachdem man mit x" dividirt hat: 

v(y-l)+3v-k=0 , v*+2v-k=0 , v L =— 1+J/(1+^) , Va= —l_|/(l + A). 
folglich sind die vollständigen Integrale der Gleichung (15): 

Vx = diX* 1 ** + a^x" 1 -* 



Hieraus folgt: 



■'x = har 1 ** + b\ x- 1 -" y J 



T , x = b- + —s* s x~ p , 

oder wenn man, kurz, <Ji statt -', a% statt — — , bi statt -f und b* statt—— setzt: 

r r ■ r ■ r 
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iXx =00 + 0^ + 0^0;-* 
I rx = £ + ÄjX* 1 + £ 2 ar* 

Wäre jedoch ^x=0, & = — 1, so Hessen sich die Gleichungen (15) 
auf folgende Form bringen': 

8.(o? 2 rx) + 8.0rA / x) = ,. Ö.(xV / x) + »(o;r / x) = ü. 

Durch Integralion ergicbt sich: 

a?X"x + xi,'x = 2a l , »V' + tfr'a? = 2^. 

Dividirt man diese Gleichung mit x 9 so wird die Seite links wieder ein vollstän- 
diges Differential, so dass: 

8x ftx 

b.(xk'x) =2a x — 9 Ö.(^rr / ^) = 2Ä 1 — m 

folglich arA'a? = 2a 1 .logx -htf a f «7 , «=s2i 1 .log« + ^ 

io? = a + ^.log 1 x + a 2 .\ogx , rx = £ + ^.log^x + £ 2 .Iog;r ist. 

Fasset man das Ganze zusammen» so werden die Functionen, welche die 
Bedingung 

V ~ f = w(xy) 

erfüllen sollen, in folgenden Gleichungen enthalten sein müssen: 

1) X(x)=zcr(x) + c l f *>(xy)=zc 9 

oder 

2) l(x) = a 9 +a t Xp + a % x"^ 9 

(16.) r(x) = * +* 1 ^ + Ä a x-" , »ter> = %%?-? ' 

oder 

3) A(x) = ß + öx.log'o? + ö a .logx 
r(a?) = A + b x . log' x + b 2 * \o%x 

Wir wollen nun diese Resultate auf die Gleichung (7) nach einander an- 
wenden. 

1. 

Es sei also: 

(17.) -^- + 0>x ■- — - c( T ) + Cl . 

Hieraus erhält man sogleich : 

€(&&)* -H0!«* -hX&B 



I w (xy) =» ?i lo g(*y>- > - a » 



#>x 



49* 
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Biese Gleichung gebort zu den homogenen. Um sie zu integriren, setze man: 

#(x) » xu. 
Dies giebt 

Ott ctt^ + w + Ci tt-i-1 8# 

Zur leichleren Integration sei c t = n* , c — ls= — m*. 

Es ist j *"'££? - -2^1og(m a a'-n a )+ ä^i log ^^ + Const. 

Geht man von den Logarithmen zu den Zahlen über, so ergiebt sich für das 

Integral der Differentialgleichung: 

i i i_ _i_ 

(mu + 7*)~*» a +2mB . {mu — n) U 1 " ^ = Co?. 

Erhebt man diese Gleichung zur — 2/n atcn Potenz, und setzt wieder, (nach 6), — 

Fat 
■■ -g— statt i*, so geht sie in die nachstehende Ober: 

(18.) (m. Fx + nß'x) l ~^ .(mFx- nfx) 1 ^ - C™^. 

Aus dieser Gleichung müsste also Fx als Function von x bestimmt wer- 
den. Im Allgemeinen wird Dies nicht möglich sein. Die Constante m lässt sich 
nicht ganz willkürlich annehmen. Denn vermöge der Gleichungen (6 u. 16* 1) 
hat man zur Bestimmung der Function %\ 

xy ( x ■■ c, oder, wenn xy ■■ z. gesetzt wird: 

jf% e 

~- ■■ — 9 und daraus folgt log^z — clogz + Iogc af 

(19.) x z ■■ c i^ 

Die Bedingung aber, die gleich im Anfange für die Function^ (z) gemacht 
wurde, war, dass y' «§ ^(0) = sein soll. Dies wird nur möglich sein, wenn c 
gerade gleich Null, oder grosser als die Einheit ist. Da aber c — 1 = — m 2 ist» 
so muss m entweder gleich ± 1, oder rn 1 negativ; d. h. m imaginär sein» Wäre 
m — ± 1 , so würde sich die Seite der Gleichung (18) rechts auf eine Constante 
reduciren, Fx also ganz die Form annehmen, welche Abel gefanden hat. In 
der That wird auch die Function % in diesem Falle nur eine Constante werden ; 
also wird man ganz die Abel sehe Form erlangen, 

Die Function cp wird durch die Gleichung (5), 
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aß 
W^Fx + ßfx' 

bestimmt. Zur Bestimmung der Function i\) setze man in der ursprünglichen 
Gleichung 

die Grosse y = 0, welches 

(20.) <px + g>0 = i|>.(y) , folglich i[>(a?) = 9>. (y) + g)0 

giebt. Sollte der Fall vorkommen, dass 9(0) unendlich wäre, so müsste man, 
statt y = zu setzen, y- irgend einen Werth y annehmen lassen, so dass y(j©) 
nicht unendlich würde; dann erhielte man 

Setzt man nun —7- — sj = z* und drückt x in zaus, so hat man \p(z)=y(x) 

+ y(y a ), wo x durch die Gleichung 

bestimmt wird. 

Beispiel. Man nehme an, es sei m = n — V(— 1), also c = 1— m^=2, 
so giebt die Gleichung (18) 

F(pc) = x(Cx + ß% also y'x = w/^lLdy nac ^ (M) : 

v—Tß* io * Cx-i-2ß f -*~ c » • x(*y) = c i(*y) % ' 

Da 9>(0) = — oo wird, so muss man das Verfahren (20,) einschlagen, um das 

aß 

Argument von ojj zu finden. Es sei _> „ = 1 ; dann ist g>(l) = — 2/?'°g(£*-2#). 

Setzt man nun 

*F(p,) + p t Fx C+C x + 2ß f __ 

«o folgt: afzz:^^, 

also *|>0) = 9>.(^7c)-^»og(C + 2/50 = ^lo g -^^— . 
, (xFy + yTx\ / C(*+j) + tf \ a/? " *y 
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_. . /xFy + yFx\ „ 

Da nun tptcl-fpy = *»f».l v ) sein soll, so muss 

aß /, __* | y \ a/g , *y 

2/? V°8 C* •+■ Iß "*" lo S C'y -t- 2/97 — 2/y lo 6 C*y -*- 2^C<* +y) -f- 40* 

sein. Diese Gleichung ist auch in der That völlig identisch. 

Das Integral der Gleichung (17) ist nicht in der Formel (18) enthalten, 
wenn c, =s ist. Es findet sich dann, wenn &x wieder gleich xu gesetzt wird: 

(u-t-l)Qu 8x 
(c-l)u» — x ' 

Das vollständige Integral davon ist: 

I 11.« 

oder j = c,x*-*e-* , 

c muss hier wieder grösser als die Einheit sein. 

Aus der vorstehenden Gleichung lässt sich - als Function von x durch eine 

Reihe darstellen. Lagrange hat gefunden, dass, wenn z = a: + yj(z) ist, z 
durch folgende Reihe ausgedrückt wird : 

In gegenwärtigem Falle ist z = - , /.(-) = <T^ , o: = , y = c,a? w , 
also 

\ = c,X^-^ ? *«^> + Jjc,V*-» _£,,«*«-<>+ 



Da u = — = 



x zr^ ist, so folgt hieraus : 



C '*^ 21 ^3! p ' 41*'*^ 

*#* 2! ' ^3! # 4! ' ^ •••*• 






z (xy) = c a (xy) c . 
2. 

Sollte die Gleichung: y g = u(xy) bestehen, so musste zweitens: 
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Xx = a, + a,*»+ a 2 x-» 9 rx = Ä + £,a^+ ^aT», cv(.ry) = %I%(^£ 

sein. Die Gonstante /i, welche reell oder imaginair sein kann 9 wird 9 ohne die 
Allgemeinheit zu beschränken, immer positiv angenommen werden können. 
Wenn man das Resultat auf die Gleichung (6) anwendet, so erhält man : 

--ir" + ß' F ' x - ?'• -*- = °« + *** + fl » x "", 



(21.) (^) J = £.+ *,*> + Ä a x-* , 



Bestimmt man aus der zweiten Gleichung den Werlh von Fx , und setzt ihn in 
die erste Gleichung, so erhält man zur Bestimmung der Constanten die Bedingung 

Es ist hier das Rationale dem Rationalen, das Irrationale dem Irratio- 
nalen gleich zu setzen. Der irrationale Theil wird nur verschwinden, wenn ent- 
weder (x =s oder ß' = ist. Die erste Annahme würde nur einen speziellen 
Fall von dem vorher behandelten geben. Man setze daher ß' = 0. Ausserdem 
folgt aus dem Verschwinden des rationalen Theils: 

Die Functionen F und cp ergeben sich also aus (21 und 5) auf folgende Weise: 

Fx = x x -l«]/{b 2 + b af+ b x x^) , 

(22.)g> x = — = «£ V^^Va,^ j > 9* = ^j^ + ^H^T • 

Dieses Integral wird sich nur dann durch bekannte Functionen ausdrücken lassen, 
wenn /x = ist. 

Zur Bestimmung von x sel &J in (21) = z; dann folgt 
Durch die Substiüon z ß ** v erhält man : 
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"27" *a log p + 271 6^ lo S (Ä » — *i » 

folglich *(z) = ^s a (Jh — b l zr)~ ** 

Es ist : 

und es sollte y' s *;g« sa sein; Dies wird nur der Fall sein können (voraus* 
gesetzt, dass keine von den Constanten c a , b lt b a verschwindet), wenn jtt — 2, oder 
negativ ist. Der letztere Fall wurde ausgeschlossen. Man bekommt also: 

•*K*) - g>(^)+g>(0) - 9(*«iVÄ*>+g>(0), 

^v-^>— ) = n $=&? )- 

Setzt man nun, um dieses Resultat mit den gewöhnlichen Formeln in 
Einklang zu bringen : b 2 — 1 , b = — (1 + k 2 ) , Äj » &* , c t «. 1 7 so wird 

JF(0)-£-l . *(©)-y-l , 9(0) -0, 

also oJj(x) = g>(*) -^y^^^+^^pp^j "^a-«Wl-*V)' 
JF(a;) = j/(l - x 2 ).|/(l — #**) f z (xy) - 1— AVy 1 . Die Gleichung 

wird also folgende Gestalt annehmen: 



(23 



■/i 



•> J^(l-*»).V(l-Ä** , )' + 'JV(l-y , ).va-*V) 

rf / gV(i-y*Mi - *V) -<-y Vd -*»Wi-* '»') * 

°v l-k'**«* / 



Setzt man , nach Legendre x = sin ip , y s= sin a|> , 
gV(l - y'm* - *V ) •«- yV( l - g»)V(l - *'«') 
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so wird 

J V(l-* a Ml-*V) " J K(1-*W V ) J y<l-fW-*Y> V V(l-k*$in*yy 

und endlich das dritte Integral ■■ l i/d,«^ * • Wenn also alsdann die Glei- 
chung 

J Kl - ** «n' y) "^J K(l-A*siii» - J V(l - PabV) 
bestehen soll , so muss /x durch die Gleichung 

, ÄJN . sina.cos^VCl — * t sinV)^^V'-<»*9V(l—* , rin*g>) 
(24.) sm<a 1-ÄWy.ain^ 

gegeben sein. 

Dies ist das berühmte, von Euler zuerst gefundene Addition* - Theorem 
der elliptischen Functionen erster Gattung: 

3. 

Die dritte Art endlich , in weloher man der Gleichung : 

genügen konnte, bestand darin, dass man: 

i# «* a f + flilog*x -f- tfjogx 9 

ra? ««40 + AJogfa: +' b t \ogx , 

setzt. In unserem Falle müsste also 

-^-^ -t-p^Fx - -^) - Oo + ajog** + Ojloga:, 

(-~) -^ + Ä 1 log 2 a? + Ä 4 logdP f 

sein. Zur nähern Bestimmung der Constanten erhält man, wenn man den Werth 
von Fx aus der zweiten Gleichung in die erste setzt: 

6o+&+(6i+&Jlog*+^ 

Dieser Gleichung lässt sich auf zweierlei Art genügen, ohne die Constan- 
ten £, und Z> 3 verschwinden zu lassen ; nämlich Erstlich, indem man /J^O setzt, oder 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XLVI. Heft 4. 50 
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Zweitens, wenn man b 2 «=■ tybjb x macht, in welchem Falle sich die Wurzel aus- 
ziehen lasst. 

Im ersten Falle hat man 

h+\b 2 •- u a , Ä t -»-i 2 «er, , b t •- u, 

(25.) Fj^^^atWog^Wogx)^^^!^ -jj- = "i^ y(6 +6JogVf-6,logs) 

gur wird also entweder zu einem Logarithmus ; oder zu einem Kreisbogen, je nach* 
dem Ä 1 positiv oder negativ ist; die Veränderliche in ihm wird immer nur logx sein. 
Zur Bestimmung von ^ ist , wenn xy = z gesetzt wird : 

l log*+6 1 +6 1 ,, j\ . * 

folglich ^(«) ■■ c t z(b x \ogz+b^. Es wird also 

sein. Da die Veränderliche nur unter dem Zeichen log vorkommt, so schreibe 
man fiberall statt log 4? bloss x, statt logjr bloss y. Dies giebt: 

Es lasst sich die willkürliche Constante, die zu cpx hinzukommt, immer so 
annehmen 9 dass 9(0) verschwindet. Man hat alsdann zur Bestimmung der 
Function a|>: 

v* - <K ^ ) • 

Im zweiten Falle, wenn b % «■ 2^(& d 6 1 ) ist, muss 



wo cpa? ietzt das Integral aß f ,„* . — 5 + 6"" S bedeutet. 



pfF&r. - °pJv 



Z(xy) «* c % xy [b log xy +21/(4^)] sein. Dies ist also nur ein specieller Fall der 
Formel (25); nämlich wenn man annimmt y dass die dort vorkommende Wurzel 
sich ausziehen lasst. 

In diesen Fällen sind, wie leicht zu sehen, die Additionstheoreme der 
Logarithmen und Kreisbogen enthalten. 
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II. 

Im vorigen Abschnitt wurde die Lösung der Gleichung 

gttr + gy-ij^ z0ry) J 

gegeben, iu dem Falle, wenn #'(0) = ist. Es gelingt auch, wenn man für 
die Function <p eine Annahme macht, eine Losung der allgemeineren Gleichung 

9* + »y = *K x(ßg > ) 

Wir fanden (2) 

/in .„ _ Qy(a.F* + ßf*) 

(X.) cp X — r (a'.rx+FJx) - *(«. F* + /W>/* 

Nimmt man nun an, dass cpx symmetrisch sei in Bezug auf die darin vorkom- 
menden Functionen Fund/, so dass 

<p(<v) = X(Fa, fx) — M/ar, ^0 

ist, so wird man auch in tp'x die Grossen F* mit f und JF* mit/ vertauschen 
können, und erhält daun 

\t.) 9*- r { tt 'fx+/?Fs) -*(«/* +/JF*)/ 

Aus den Gleichungen (1 und 2) folgt, wenn Fat = u und/r = p gesetzt 
wird: 

Nach Auflösung der Klammern und einigen Reductionen ergiebt sich : 

Sit 

^{oo'y-aya; — ßß'y + ß > y , x)p + (aß 1 — a'ß)yu} 

= ^{(aa , y—a*'/x — ßß t y+ß t '/x)u + (aß'—'a , ß)yt>}. 

Es sei (aa'—ßß^y =s Ä , (/S* — <**)/ = c , (a^S* — a'£)y ss g, so wird 
... 8« (b -h ex)u -t- y t> 

die Gleichung sein, aus welcher die Abhängigkeit der beiden Functionen u und e 
von einander entnommen werden muss. 

Man setze hier zur Erleichterung der Rechnung g = 1. Dann braucht 

60* 
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man im Resultat nur - und — statt 6 und c einzuführen. Die Gleichung (3) lässt 
sich dann auf eine sehr einfache Form bringen. Es sei: 

o = z — t , i/ = z + /, 
so folgt : 

8»4-»# (i-J-C*)»-l-(6-fr-cg)< + s-< 
8s — 8< ^ (6-hcx)* — (Ä + <?*)<-f-s-*-| 

oder 

(£+cx)zÖz — (&4-*x)z8*4-(£-f-cx)/8z— (£ + c%)/8/ + Z8Z — z8/ — /8z + /8* 

=as (6 + co:)z92+(Ä+ca7)^^~(Ä+ca;)/8z~(6 + cx)/8/+z82+z8/— /8jM-/8* 

oder, wie leicht zu sehen, 

(b + ex + 1)*8/ = /(6 + ^ — l)8z, 

h «+• Cx •+• 1 



8. logt 6 + ox — 1 * 

Es sei jetzt logz = r , log/ = 5, so erhält man 

( 4 ff 6-t-cx-l * 

da» 

Offenbar wird diese Gleichung ganz aligemein erfüllt, wenn man : 

(5) % = (b + c*+i)r, ^ = {b + cas ^)r 

setzt, wo ^zunächst irgend eine beliebige Function yon x sein wird, wenn keine 
Gleichung zwischen .Fund/* Statt findet. Es ergiebt sich daraus: 

r =f(b+cx+l)y*x , s **ßb+cx—\)VbX) folglich 
(6,) z « e / <** erf,|,r8 * , * — e A*+c*-»rB* 9 

(7.) U «- Fx - e / <t h "*+ l >'** + e X*+*-»r** % 

Dies wäre die Lösung der Gleichung (3). Wenn man u ■■ v setzte, würde sie 
von vorn herein befriedigt. 

Die Gleichung (1) ergiebt alsdann für g>'x, nachdem man mit dem ge- 
meinschaftlichen Factor e f{lh¥€X) ^* dividirt hat: 
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Setzt man aber für o und r ihre Werthe 6 «■ ^g > .■,</* » c ■" fa/^TJTdW sover * 
wandelt sich der Ausdruck in folgenden : 

oder, nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors, in: 
(8.) <?'x - ö . -^dj-p V- - pr f. 

Wir nahmen au, dass cp'x in Besug auf Fx undyi symmetrisch sein 
sollte ; es xeigt sich hier also deutlich , dass die Symmetrie nur dann Statt finden 
kann, wenn g>'x weder Fx noch/o? enthält. 

Die Function % musste nach (I. 3) die Gleichung 

(fx Fv+fy Fx)^^ - Cf^^^^/^y-C/y^+^AVy 

erfüllen. Durch Substitution derWerthe von F,f, g> # ergiebt sich hieraus, wenn 

der Kürze wegen Fx « t*** m , Fy « ****** u.s. w. und statt V, falls x die Va- 
riable ist V x , falls y, V r gesetzt wird, nach einigen Umformungen : 



Sowohl V m * ~ — V r~^% wie ^* % 7T~*V^f> reducirt sich auf dy-x)V 9 V y . 
Man erholt demnach , nach Aufhebung des gemeinschaftlichen Factors e ra+r *-e Sm *'' '• 

(9) *ro ^=f»t oder *T£(5 - xr" r • 

In (I, 16 a ) ist angegeben worden, welche Functionen der Gleichung 

ty "~ ^ x 

Ty — r* Ä K^y) genügen können. Offenbar kann nur die unter (2) angegebene 

Form hier gelten ; denn % x ist hier cx+a ; was man erhält wenn c «■ a l9 o* ■» 0, 
u*m \ gesetzt wird. 

tx wird also g + g 1 x+g 1 .- sein. 
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Von den Constanten g+ g v g t dürfen^ und g t nicht zugleich Null werden. 
Es folgt also : 

_1 1 v 1 

xV 9 — S* + & x +S** x > ^ —g* + g.s + gi**- 

Hieraus sieht man, dass die Function J^nicht, wie es zu Anfang schien, willkür- 
lich ist. Es ergiebt sich nun weiter: 

| } + cj + l m C b +_cx -- 1 x% _ c&z 

T *~ Jg<t+g** + 8i* ; Sx ~ Jsr+*o*+^ 9x ' X^ e*-gi* J 
(10.) v* = -*^fr** = - a ^ C;— -*—i. 

v ' ^ 7 J 7 J *t + 8*x + g\* % 

Zur Bestimmung der Function i[? setze man in der ursprunglichen Bedin- 
gungsgleichung v x + <py = o{j. ( ** x (xpy ' J / = Ot *° wird 

(ii.) vx+v0 ^^.(^f^). 

Hieraus sieht man dass i[> dieselbe Function sein wird, wieg>, vermehrt um eine 
Constante. Wäre y(0) unendlich , so wende man das Verfahren an, welches 
in (I»20a) angegeben ist. Um aber die Form zu finden, in welcher der Aus- 
druck — * y(xv) " ~~ * n ^ cr F unc ^ on X erscheinen würde , müsste man aus der 

Gleichung 

_ aFx + ßfx 

Z ~ 7 

x als Function von z suchen ; dann hatte man 

aj>z = 9X + 9O. 

Diese Gleichung wird sich aber mir in besondern Fällen auflosen lassen. 

Wir wollen nun die unter (10) angedeuteten Integrationen ausfuhren. 

~ . A li •• go + VCgo— *gig*) 8* — V (gl — 4ftft 
Es sei zur Abkürzung n = — ~£- — 2 - ai , n x = — ^ — 5iä , 

1 C b + *x + \ _ (& + l)n — e, (&+l)»i— e, „_ _ al _ 

& und Ar, sind willkührliche Coostanten, folglich ist 
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(12.) 1. /j ? = *(l+»x)"'» ( "'^ > "(H-n / x)" # » < "'-" ) "' 

- *,(1 + naO"*"'^" (1 + n,x)"'» ov - ) "' . 



+ k, (1 + »*) '• ( "'" ) " (1 + n,*)'**^*" . 



tf 



r 

5. o|>£ = g> x + y 0, wo für x eine Wurzel der Gleichung 

yz = aFx+ß/x 
gesetzt wird. 

Beispiel Es sei f = 7^ V cx y* — i > dann wird : 



f(b + cx + \)Vt)x - / 6 - 

ßb + cx-VVbx^Jj; 



d^"i " i lo g*(*+ **+!)♦ 



wo Ar und k, willkührliche Constanten sind ; und 

fx = [k(b + cx-l)f-[k,(b+cx + l)f, 

i i 

Fx = [k(b+ ex — l)f + [k'(b+ ex + l)f . 

Kur für spezielle Wert he von c wird sich die Gleichung aFx + ßfx = t auf- 
losen lassen. Man setze daher dert einfachsten Fall c » 1; In diesem Fall ist: 

f x -(k-k,)(b + x)-k-k,, F *~ (k + k,)(b +x)-k + k,. 

Da aber /(0) - a, /'(0) - a', F(0) - ß, F'(fi) - /3 ist, so finden folgende 
Gleichungen Statt: 

a ss (Ar_Ar,)A— A— Ar,, £ s (ä+ä^ä-Ät+ä;, mithin k = jj^+i-j, *, - 2(STi) • 



Da ferner 



(13.) k-k,-"^£a\ k + h'-<g^ßß>. 
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k — k, -/'(O) « a r und k + V = -F'fO) - ß' ist, so muss "jtZjfl ö * sein - 

(B* — a t )'/ 
Damit muss e ■■ 1 =* /~~yz — 3T" ver ^ un ^ en werden. Die Functionen/j? und /fr 

nehmen also die Gestalt 

fx~a + a Y x, Fx-ß + ß*x, yo?^^log & ^^ I oder * 

f y. (a-ß)(c/ + ?) + *&?-€*'?) 

an. Für die Function g findet sich nach (12, 4): 

x (xy) = C(A« - 1 -*y) - CJGyE55)-l— *r| • 

Berücksichtigt man, dass aß* — a^S «* a/* — ^ ist, so erhält man: 

x (xy) - C {^rErßfi ~ *j) ■ z(°) Ä V' also *(*/) - 7 ~ 7^rEji x r • 

Es soll aber ^(0) = % sein; deshalb müsste - ■» &__ t m werden; was mit der 
Gleichung in (13) übereinstimmt. Man kann also 

x(*y) = v + /«r 

schreiben. Um x{> zu finden musste man die Gleichung 

aFx + ßfy =yz 

auflosen. In diesem Falle also war: 2aß+(aß'-i-a'ß)a: = y z, x = ^y rL 9 

folglich : 

Loset man hier die Klammern auf und wendet die Formeln an, welche zwischen 
den Gonstanten bestehen 9 so wird im Zähler und Nenner der gemeinschaftliche 
Factor aß' — afß vorkommen, nach dessen Weglassung man 

erhält. Nach einigen Umformungen ergiebt sich: 

- *° V l0 6 (« + /?)'(«' - /?)*-»- C« -h fl)& - >) («^ - «'/?)(* + y) + («/* - «W*i * 



15. Uutm> üb.d. Fimctime*, welche d. QkMmg ?(*)+• yO) ■■ Vt-) Offrife« «da* 38? 

Da nun fps + yy = ^V * *( > / sc *° so ^* s0 mu$$ ^ cr °^g c Ausdruck 
folgender Summe gleich sein : 

, y / {*-ß)(a' + p) + (a?-€tß )x ta-ntof + A + W-J ßfi. 

I^^'^og(2H^)( a r«^) + ( fl ^«^j) Ä + l0 *ta + ß)ief-jn + W-*fl)9''- 

Welche Gleichung, wie man sieht, identisch erfüllt wird. 

Die Formeln (12) fiir/x und jRr geben kein bestimmtes Resultat, wenn 
gi und £i = sind. Denn alsdann ist 

r ^jw+i^ _ £[<a+i)*+i«*]+m. 

** = C ~ur' x ' ^ = "" V = lo « Cl *~^* » *<**) Ä Ge"**; 

also: 

(14.) 2C-^ +y) = ^ f- r - ( y- r - ) 

Um die Form zu finden 9 in welcher die Veränderliche in der Function oj> 
enthalten ist, müsste man immer eine transcendenle Gleichung auflösen; ausser 
in dem Falle wenn Ar x = ist. In diesem Fall erhält man aus (14), wen y = 
angenommen wird: 

Daraus ergicbt sich : 

Setzt man die Rechnung weiter fori, so kommt man wieder auf eine identische 
Gleichung. 

Die Gleichung (II. 3) von der wir ausgingen, hat, wie schon bemerkt, 
auch die Losung m,= v,fx = Fx. Nach den Formeln (12) kann /«ff nur gleich 
Fx sein, wenn /r 2 = ist. Man erhält deshalb als Auflösung der Gleichung: 
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2Ft Fm\ 

Um auch von diesen Formeln eine Anwendung zu geben, sei n ■* ]/ — 1, 
w, Ä — V f — 1. Daraus folgt g «= , =- ■» 1. Es sei ferner 

gl m. gt ^i t ?^„_l , Ä- — 1 , C-l, *-l, so erhält man : 

?(*) - gpTi lo g 1 - yC lj " »retang. x , /x « (l+x») 1 *, Z (*y)-(1-^)' 



arc 



,^ x+m »^ f .^(m±0i±nt). 



Füry~0 folgt daraus: arc lang x-o|>[2(l+**) K ! I** nun 2(l+a?T «s, 
so findet sich hieraus a?« V(z c — l/> folglich \|;« ■■ aretang.!/^«" — l)» 

^ w^T/ Ä arc tan& ' v (i-^) j — ~ v ~ arc lan & nr^ ; 

mithin gelangt man auf diese Weise zu der bekannten Formel der Trigono- 
metrie : 

arc lang. # + arc lang, y « aretang. j-^ — , 
Berlin, im August 1850. 
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